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Af 简介 


与 通常 的 公理 集合 论著 作 不 同 ， 本 书 在 引入 形式 系统 之 前 首先 直观 而 
又 严 谎 地 阅 述 了 类 、 集 合 、 序 数 、 基 数 以 及 势 的 概念 ,为 没有 受过 逻辑 训练 
的 读者 掌握 集合 论 的 基本 概念 提供 了 方便 。 第 六 章 引进 了 集合 论 形式 语言 
和 ZF 形式 公理 系统 ， 对 直观 集合 论 中 的 概念 和 公理 进行 了 BAKKE, 
并 在 此 基础 上 建立 了 若干 逻辑 定理 ， 以 后 各 章 介绍 了 公理 集合 论 中 的 主要 
方法 和 结果 ， 以 及 作者 本 人 的 研究 成 果 . 

本 书 可 供 大 专 院 校 数 学 系 学 生 、 教 师 以 及 有 关 研 究 人 员 阅读 。; 
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公理 集合 论 是 康 托 尔 朴素 集合 论 与 初等 逻辑 相 汇合 的 结果 ， 
它 既 是 一 门 纯 数 学 〈 数 理 逻 辑 的 主要 分 支 之 一 )， 又 是 现代 数学 
(包括 连续 数学 与 离散 数学 ) 的 基础 ， 是 各 门 数学 的 精确 、 严 谍 
而 又 简便 的 语言 。 它 在 计算 机 科学 、 人 工 智能 学 、 巡 辑 学 、 经 济 
学 ,语言 学 和 心理 学 等 方面 有 着 重要 的 应 用 ， 

公理 集合 论 也 是 一 门 正在 深入 发 展 的 数学 理论。 连续 统 问 
题 、 大 基数 问题 、 选 择 公 理 、 决 定性 公理 等 都 是 人 们 所 关注 的 研 
究 课题 ， 新 的 问题 也 在 不 断 产 生 ， 这 说 明 它 仍然 是 方兴未艾 的 学 
P. 人 们 正 是 通过 研究 与 解决 这 一 学 科 的 问题 来 锻炼 自己 的 意 
志和 能 力 ， 连续 统 问题 已 有 一 百 多 年 的 历史 ， 虽 然 取得 了 重大 进 
展 ， 但 还 没有 最 后 解决 ， 我 们 相信 ， 人 类 终归 要 解决 它 的 。 在 解 
决 它 和 其 它 问题 的 过 程 中 ， 人 们 必 将 发 现 新 方法 和 新 观点 ， 从 而 
达到 更 广 阐 更 自由 的 境界 。 

本 书 的 目的 是 系统 地 阐述 公理 集合 论 的 基本 概念 、 基 本 方法 
和 主要 成 果 ， 前 五 章 是 从 严谨 而 又 直观 的 角度 阐述 了 类 、 集 合 、 
序数 、 基 数 以 及 势 的 概念 与 性 质 , 在 康 托 尔 时 代 , 这 些 概念 都 含有 
某 种 未 被 泪 清 的 含糊 性 ,从 而 出 现 了 若 于 导论 . EIL HE ANA 
清 了 这 些 概念 的 本 质 。 消 除了 它们 的 含糊 性 ， 和 避免 了 各 种 悖 论 ， 
并 通过 形式 化 方法 ,把 有 关 概 念 建立 在 严谨 的 基础 上 ,因此 ， 在 通 
常 的 著作 中 ， 人 们 都 是 在 形式 系统 内 陈述 这 些 概 念 并 论证 它们 的 
性 质 的. 本 书 采用 了 不 周 的 叙述 方法 ， 在 引入 形式 系统 之 前 直观 
地 阐述 了 这 些 内 容 ,这 为 没有 逻辑 训练 的 读者 提供 了 方便 ,前 五 章 
虽然 没有 专门 讨论 逻辑 概念 ， 但 是 由 于 对 每 一 重要 概念 都 是 严 六 
地 逻辑 地 展开 的 ,因此 读者 也 可 以 从 中 得 到 较 好 的 逻辑 训练 .第 六 
章 引进 了 集合 论 形式 语言 和 ZF ( 莹 梅 罗 -弗兰克 尔 ) 形式 公理 系 


ede 


级 ， 建 立 了 若干 逻辑 定理 。 第 七 章 直 观 地 阔 述 选择 公理 的 形式 与 
应 用 ， 讨 论 了 与 它 相 矛 盾 的 决定 性 公理 。 第 八 章 建立 了 公式 的 层 
次 概念 ， 并 对 重要 的 元 数学 概念 进行 了 形式 化 处 理 。 第 九 、 十 两 
章 分 别 阅 述 了 可 德尔 和 科恩 的 结果 与 方法 .可 构成 方法 、 力 迫 方 
法 是 现代 集合 论 中 最 主要 的 方法 ， 连 续 统 假设 、 选 择 公理 的 相对 
DES WEE BE A aR. BRT 
涉及 类 、 超 类 与 聚合 的 公理 系统 ， 一 方面 是 为 了 引入 与 形式 化 相 
应 的 概念 ， 论 述 ZF 系 统 的 协调 性 ; 另 一 方面 是 为 了 开拓 公理 集合 
论 的 内 容 ， 研 究 包括 范畴 论 在 内 的 数学 基础 。 

本 书 力求 易 读 ， 对 于 某 些 深奥 的 、 难 理解 的 概念 、 方 法 和 结 
果 ， 我 们 尽力 作出 直观 解释 ， 配 以 图 形 显示 ， 有 了 时 也 采用 举例 与 
注 记 的 方式 给 以 说 明 ， 

作者 十 分 感谢 程 民 德 老师 、 胡 世 华 老 师 的 说 说 教导 。 

近 十 几 年 内 ， 作 者 曾 多 次 同 BRE 、 胡 国定 、 杨 东 屏 、 徐 书 
润 、 周 治 章 、 张 宏 裕 、 陆 尚 强 、 王 雪 生 、 寥 祖 纬 等 先生 探讨 集合 
论 的 各 种 概念 、 方 法 、 问 题 、 结 果 与 进展 。 他 们 都 以 不 同 的 方式 
从 不 同 的 角度 给 作者 以 帮助 。 这 对 于 作者 组 织 本 书 的 章节 ， 澄 清 
和 提炼 若干 概念 都 起 了 重要 作用 。 

在 1974 年 以 后 的 几 年 内 ， 作 者 曾 向 王 驹 等 同志 讲述 本 书 的 主 
要 内 容 ， 与 他 合作 的 《 脱 殊 集合 的 若干 注 记 》 一 文中 的 结果 已 在 
本 书 第 十 章 $ 16 中 出 现 。 

近 几 年 内 ， 作 者 曾 在 不 同 的 场合 多 次 讲述 本 书 的 主要 内 容 ， 
不 少 青年 朋友 ， 如 秦 克 云 、 胡 洪 德 和 赵 希 顺 等 ， 在 学 习 过 程 中 都 
曾 提 出 过 宝贵 的 建议 。 

作者 对 以 上 各 位 谨 致 谢意 ， 

限于 水 平 ， 错 误 与 不 妥当 之 处 ， 敬 请 读者 指正 。 

作者 
一 九 八 九 年 于 北京 
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第 一 章 集合 与 类 
$ 1 外 延 原则 与 概括 原则 


每 个 人 都 知道 许多 集合 ， 但 是 ， 值 得 注意 的 是 集合 这 一 重要 
的 概念 ,没有 一 个 严谨 的 数学 定义 ,只 是 有 一 个 描述 性 的 说 明 。 我 
国 出 版 的 第 一 本 集合 论著 作 一 一 肖 文 灿 的 《集合 论 初 步 》‘ 中 ， 
转述 了 集合 论 创始 人 康 托 尔 (Cantor) 对 集合 的 刻 划 , “FAA 
观 或 思维 之 对 象 ， 如 为 相 异 而 确定 之 物 ， 其 总 括 之 全 体 即 调 之 集 
售 ， 其 组 成 此 集合 之 物 亩 之 集合 之 元 素 。 通 常用 大 写字 母 表示 集 
合 , 如 4, 耻 ,C 等 ,用 小 写字 母 表示 元 素 ， 如 &，b，c 等 。 若 集合 4 系 
Ha, b, co CARRAR, WWM AS={a, b, c, e), mah 
A 之 元 素 ， 亦 常用 4 € 4 之 记号 表 之 者 ,a 非 4 之 元 素 , 则 记 如 a 4 4。” 
肖 文 灿 对 康 托 尔 的 上 述 福 念 还 作 了 一 个 有 价值 的 注解 ， 他 说 “上 
之 定义 中 ， 其 所 用 之 “ 相 异 ' 与 “确定 "之 二 语 ， 殊 有 说 明之 必要 ， 
所 谓 相 异 者 取 二 物 于 此 ， 其 为 同一 ， 其 为 相 异 ， 而 得 而 决定 ， 而 
集合 所 含 之 元 素 乃 有 彼此 不 同 之 意味 。 所 谓 确 定 者 ， 此 物 是 否 属 
于 此 集合 ， 一 望 而 知 ， 至 少 其 概念 上 可 以 断定 其 是 否 为 该 集合 之 
元 素 。 盖 于 某 某 条 件 之 集合 ， 须 其 界限 分 明 ， 不 容 有 模糊 不 清 之 
次 ,如 1，2，3 三 元 素 可 组 成 一 集合 ,单位 长 直线 上 之 一 切 点 可 组 
成 一 集合 反之 ， 如 其 大 之 数 或 与 点 PP 接近 之 点 ， 则 不 能 为 集合 ， 
HERRED.” 

直观 或 思维 之 对 象 ， 总 括 之 全 体 即 调 之 集合 .如 何 “ 总 括 ? 呢 ? 
“总 括 之 全 体 ” 意 味 着 什么 呢 ? 这 里 有 两 条 重要 的 原则 ， 一 是 外 延 
原则 ， 一 是 概括 原则 ， 

et RM, 一 集合 是 由 它 的 元 素 完 全 决定 的 

换 句 话说 ， 任 给 两 个 集合 ， 当 我 们 知道 它们 的 元 素 相同 时 ， 
由 外 延 原 则 ， 我 们 可 知 它 们 是 同一 集合 ， 


概 持 原则 ， 对 于 描述 或 刻 划 人 们 直观 的 或 思维 的 对 象 * 的 任 
一 性 质 或 条 件 p(x)，、 都 存在 一 集合 S$， 它 的 元 素 恰好 是 具有 性 质 
PHARMA, OPEV 

S= {x| p(s}, 
Hip p(s) 是 指 "x 具 有 性 质 p”、 或 说 p(%) ARK, KH, RA 
Y xla ES p(x)), 
其 中 V4 表示 “对 于 所 有 的 对 和 象 *, RR SBR”. ERY 
对 象 都 可 以 作为 集合 的 元 素 ,特别 地 ,集合 也 是 人 们 思维 的 对 象 ， 
所 以 集合 也 可 以 作 集合 的 元 素 。 

WREAK RSE i, SRN BACs) 
表示 % 是 一 自然 数 时 ， 性 质 p, 就 是 刻 划 自然 数 的 ，2 具 有 性 质 才 ， 
所 以 p1(2) 成 立 , 1/2 不 蚌 一 自然 数 , 它 不 具有 性 质 p, 所 以 pi(1/2) 
不 成 立 ， 

令 N 表 示 自 然 数 集合 ， 我 们 有 2EN，1/2 ¢N, FARA 
NEN. 这 样 ， 对 于 任意 的 集合 x,y,x Ey 是 4 的 一 性 质 ”,% 儿 yy 也 
是 一 性 质 ,特别 地 ,x Co Sat oP WE, 由 概括 原则 ， 
我 们 有 集合 ， 

T={x|x¢x}. 《1,1) 

在 式 (1.1) 中 ,4 是 任意 的 对 象 ， 由 概括 原则 ,7 是 一 集合 ， 
所 以 它 也 是 一 对 象 ， 这 样 我 们 可 以 问 ， 卫 是否 在 厂 中 呢 ? 

BETET, HÈ (1。.1),T 具 有 性 质 TE# 厂 ,这 与 假定 TET 
相 矛 盾 。 

me TET, HR 〈1.1),7 就 是 集合 了 的 一 个 元 素 , 所 以 有 
TET, x5ReET ET MATE. 

eS bh, PH, BHP, WAR, 
可 以 找到 一 个 命题 B， 然 后 ， 若 假定 B ， 就 可 推 得 1B: 车 假定 
一 B, 就 可 推 得 B。 由 上 论证 ,为 集合 可 引出 一 翌 论 (并且 相 应 的 
命题 B 就 是 T CT, 1B 就 是 TT), 它 就 是 1902 年 罗素 (Russell) 
发 现 的 著名 的 集合 论 悖 论 ， 

* 前 面 提 到 ， 集 合 也 可 作为 集合 的 元 素 ,，“ 民 EX " 即 是 这 一 含义。 

. 2 . 


罗素 悖 论说 明 应 当 修改 概括 原则 ， 需 要 把 其 中 的 “ 存 在 一 党 
合 S" 改 为 “存在 一 类 5S”, 它 作为 对 类 的 一 种 直观 的 刻 划 , 换 名 话说 ， 
康 托 尔 对 集合 的 刻 划 仅 仅 是 对 类 的 一 种 刻 划 。 类 是 比 集合 的 概念 
更 广泛 的 概念 , 任 一 集合 都 是 一 类 ， 反 之 不 然 , 有 些 类 是 集合 ， 
一 些 类 不 是 集合 ,如 上 踩 述 的 ,了 就 是 一 个 类 ,而 不 是 一 个 集合 (不 
是 集合 的 类 我 们 称 之 为 真 类 ). 集 合 可 以 作为 对 象 属于 某 一 集合 ， 
真 类 不 具有 这 一 性 质 . 不 是 集合 的 真 类 不 仅 不 能 是 一 集合 的 元 素 ， 
而 且 也 不 能 是 一 个 类 的 元 素 . 真 类 不 能 作为 我 们 形成 集合 的 对 象 。 

集合 与 类 都 必须 满足 外 延 原则 ,集合 与 类 都 是 由 它 的 元 素 完 
全 决定 的 .由 概括 原则 决定 的 都 是 类 ， 不 一 定 都 是 集合 ,当然 ， 
每 一 集合 都 可 以 经 过 一 性 质 ， 由 概括 原则 所 决定 .但 是 ,一 性 质 
却 不 一 定 能 决定 集合 ， 例 如 xz 红 x 就 不 能 决定 集合 ,而 决定 一 真 类 ， 
为 了 研究 集合 ， 就 要 修改 概括 原则 ， 用 下 述 原则 I 一 6 来 取代 概括 
原则 ,这 些 原则 对 集合 是 封闭 的 ， 它 们 不 会 导出 真 类 来 。 


§2 空 集合 与 对 集合 的 存在 原则 


原则 1 存在 着 一 个 空 集合 ， 这 里 空 集合 是 不 含有 任何 元 素 
的 集合 FEMS. 

我 们 知道 ， 任 一 对 象 * 总 是 与 它 自身 是 相同 的 ， 凤 x=%*。 满 足 
% 关 Y 的 对 象 * 是 不 存在 前 。 所 以 由 条 件 Y 关 *， 经 概括 原则 决定 的 
类 就 是 空 类 ， 空 类 可 以 做 为 一 对 象形 成 一 集合 ， 所 以 ， 空 类 是 一 

合 ， 即 空 集合 。 

原则 2 ”对 于 任意 的 集合 x，?， 都 存在 着 一 集合 S， 它 恰 有 
元 素 x 与 y， 这 一 集合 S 称 为 与 y 的 无 序 对 集合 ， 并 记 做 {x, yy}， 
当 对 象 x 与 y 相 等 时 ， 就 记 做 {%}， 并 称 {%) 为 对 象 * 的 单元 集合 ， 
也 就 是 说 ， 它 仅 有 一 个 元 素 %。 

例 1.1 由 原则 1 一 2, 我 们 可 以 有 集合 :2 {S} {0 ,112}}， 
{2 ,42 {Dh}, {PS}, 1S}, Shh}, ee 

应 当 注 意 ， 在 原则 2 中 不 能 取 真 类 为 x 或 y， 真 类 不 能 作为 我 
们 的 对 象 ， 


上 述 集 合 中 的 元 素 是 无 序 的 ， 例 如 集合 {OS ,{O}} 等 于 集合 
4{ 名 }, 名 ,有 时 ， 我 们 常常 需要 有 序 对 集合 ， 它 是 可 以 定义 的 ， 

定义 1.1 对 于 任意 的 对 象 a 与 5 ,我 们 称 集合 14a}，{a4,5} 为 
4 与 ?的 有 席 对 集合 ， 并 记 做 C4,8》, 亦 即 

ab)={{a}, {a,d}}. 
定理 1,1 对 于 任意 的 对 象 :，5，w，v， 我 们 有 
<a, D=<u, o4AM4a=ubb=v. 
证 明 ” 当 4a 一 % 且 8 一 "时 ， 由 定义 1.1， 显 然 有 (ab 一 (0>。 
反之 ， 假 定 4z,22 一 (92， 亦 即 


{{a}, {a,b}}={{u}, {ru,v}}, (1.2) 
因此 必 有 

{a} E€ {{w}, {u,v}} (1.3) 

{a,b} E klu}, {uoh} (1.4) 
同时 成 立 , 由 式 (1,3)， 可 得 

{a} = {u} (1.5) 

{a} = {1 v} (1.6) 
中 必 有 一 个 成 立 ,由 式 D 我 们 获得 

{a,b} = {u} (1.7) 

{a,b} = {u,v} (1.8) 


中 必 有 一 个 成 立 。 

FR (1,5) 成 立 ， 即 得 到 4=w, 此 时 当 (1.7》 成 立时 ， 就 
获得 4 二 ==w, 这 时 ， 由 式 (1.2) 必 有 {4,2} = {4}， 故 v= 二 4, 所 以 
a=u, b=v. ERAR C.D 成 立时 ， 必 有 a 二 Ww 且 0 二 v 或 者 4 二 v 
且 5 二 ww,，( 这 时 ， 由 已 知 4=w, 故 有 4a 二 5=4w 一 v 成 立 ) ,不 管 怎样 ， 
这 时 都 有 欲求 结果 。 

ER 1.6) 成 立 , 因 此 有 xza=%="， 此 时 , 若 式 ADRE, 
即 得 a=5=w%=? 成 立 . 此 时 若 式 1.9 成 立 。 也 有 < 一 1 一 4 一 综 
上 所 述 ， 不 管 怎样 ， 都 证 明了 定理 1,1 的 结论 成 立 。 


$3 老 集 合 的 存在 原则 


定义 1.2 对 于 任意 的 两 个 集合 S,，S:， 如 果 S 的 每 一 元 素 
都 是 9 的 元 素 ， 我 们 就 称 集合 9 是 9* 的 子 集合 ， 并 记 做 SG， 

定理 1,2” 空 集合 是 任 一 集合 的 子 集合 。 

证 明 假定 不 然 ， 亦 即 有 一 集合 5,。 使 得 名 全 S (EROA 
是 5 的 子 集合 ). 由 定义 1,2， 就 意味 着 有 一 元 素 4, E Raco H 
a¢S HTC OS5SRAN ERATE MRED KUBWA 
ØS. 

定理 1.3 对 于 任意 的 集合 5， 都 有 SCC5。 

从 定义 1.2， 定 理 1.3 是 显然 的 ， 从 略 ， 

定理 1.4 对 于 任意 的 集合 3 ，S$: 与 Ss， 如 果 SC3: 且 
S.cSs, WSC Sas 

证 明 对 于 任意 的 对 象 4， 着 4a€ S51， 
HS: CS2R M162, MAeES2, 再 依据 SCS, RA a ESs, 所 
以 ， 由 定义 1。2， 有 SICSs。 

定义 1.5 对 于 任意 给 定 的 集合 S， 由 5 的 每 一 子 集合 作为 元 
素 所 形成 的 集合 叫做 S 的 宕 集合 ， 并 记 做 S2(9), 即 . 

BS) ={al xcs}. 

原则 3 对 于 任意 的 集合 S$， 都 存在 $ 的 短 集 合 儿 (5)。 

定理 1.5 ”对 于 任意 的 集合 S ， 当 S 中 元 素数 目 An, W 
AAS) 中 的 元 素数 目 为 2”， 

施 归 纳 于 S 中 元 素 的 数 且 ， 使 用 数学 归纳 法 可 获得 定理 1,5 的 
ERREAK. 

应 当 注 意 ， 原 则 3 中 5 必须 是 一 集合 ， 而 不 能 是 真 类 。 


$4 并 集合 存在 原则 


定义 1.4 ”对 于 任意 的 集合 S$， 由 S 的 所 有 元 素 的 元 素 所 组 成 
的 集合 ， 叫 做 S 的 并 集合 ， 并 记 做 US. 即 
US={%|3y(% E yA y ES), 


其 中 习 3y 表 示 “ 存 在 一 对 象 y”。 
例 1,2 令 5 为 集合 {{4,0} {ch}, RH, SH HAH 
{4, 引 与 厂 ,c}， 并 集合 US 由 此 二 集合 的 元 素 组 成 ， 故 
US= a,b,c}. 
例 1.5 SS={{a,b,c}, {a,cd}, {c,eh}, HEX, Wan 
US={a,b,c,d,e}. 
例 1.4 令 S1= {4,8,c}， 这 时 
DSV=1G, da}, {b}, dc}, {4,0}, {asc}, 
{b,c}, {asbsc}}. 
RSA PCS), RIA 
US=U(S,)= {a,b,c} =Si. 
原则 4 ”对 于 任意 的 集合 Ss， 都 在 在 5S 的 并 集合 US。 
通常 ， 人 们 把 任意 两 个 集合 51 与 5 的 元 素 搜 集 在 一 起， 组 成 
一 新 的 集合 叫做 集合 51 与 5: 的 并 集合 ， 并 记 和 做 S1U 5z. 况 在 ， 使 用 
无 序 对 集合 和 并 和 集合， 我们 有 
S U Se= U{Si, S}. 
在 定义 1,4 中 把 S 推 广 为 任 一 类 ，U 5 还 是 一 类 ， 也 可 能 是 一 
真 类 ， 原 则 4 是 说 ， 当 3 为 一 集合 时 ， Us 就 不 仅 是 一 类 ， 而 且 是 
一 集合 。 


§5 子 集合 分 离 原则 


我 们 已 经 指出 ， 对 于 任意 给 定 的 性 质 p( x )， 由 概括 原则 ， 
都 决定 一 类 
Cæ {x| ple}. (1.9) 
C 是 一 类 ， 仅 从 式 〈1。.9)， 我 们 不 能 保证 C 是 一 集合 .如 果 我 
们 能 找到 一 集合 $5， 使 得 CCS 时 ， 这 时 由 下 述 原 则 5， 我 们 可 以 
断定 C 是 一 集合 〈 图 1.1)。 另 一 方面 ， 虽 然 C 不 一 定 是 一 集合 。 
但 是 它 同 任 一 集合 S 的 交 ， 即 
Cns= {XI%ECAAES} (1.10) 
总 是 一 集合 图 1.2)， 


+ 6 > 


图 1,1 一 类 C 被 某 一 集合 5 所 1.2 一 类 C 与 任 一 集合 相交 
包含 时 ，C 为 一 集合 的 部 分 是 一 集合 


由 式 〈1.9) 和 CCS, 我 们 有 


C={zlzbs)AxES}， (1.11) 
而 由 式 0.10), RNA 
CNS= {x|p(4)Ax ES}. (1.12) 


因此 ， 由 式 G.1D 与 0.12), RIRA 
原则 5 对 于 任意 给 定 的 性 质 p(x) MRES, WERA 
1= {rl HAES} 
AE. 
不 管 怎样 ， 和 集合 
Si {æl pexs ES} 
都 是 S 的 子 集合 ， 并 且 把 集合 S\ 看 做 是 从 集合 5 中 使 用 性 质 px) 
提取 (或 分 离 ) 出 来 的 ,因此 ,人 们 把 原则 5 称 为 子 集合 分 离 原则 ， 
由 这 一 原则 我 们 立即 可 以 获得 二 集合 S 与 Sz 的 交集 合 SINS, 的 合 
理性 定义 
Sif S= {x] 4 ESA x €S3}, (1.13) 
RPE Ae) HxeES. MORROW «LES 时 ， 我 们 就 获得 
集合 S, 与 S: 的 相对 补 〈 或 移 集 合 S: 相 对 于 集合 Si ZI) HABE 
定义 
S&S: = {x| s E S1A x È Sa}e (1.14) 


sFe 


当 集 合 S 不 空 时 ， 我 们 就 获得 了 5 的 广义 交集 合 的 合理 定义 。 
因为 5 不 空 ， 所 以 总 有 某 一 SLE5， 这 时 令 俯 和) 为 


Vy(yES—>%Ey), 
由 原则 5， 和 集合 
NS={r] LES AY y y ES>xEy)}. (1.15) 
是 存在 的 ， 
HFS ESAR 4.15 RNA 
NS={x| Y yy ES->xE y)}. (1.16) 


这 样 ， 式 〈1.16) 可 以 看 做 是 集合 门 5 的 定义 ,必须 注意 ，5 
不 空 这 一 条 件 是 不 可 和 缺少 的 ， 
由 对 集合 存在 原则 和 子 集合 分 离 原则 ， 我 们 可 以 定义 通常 的 
笛 卡 尔 乘积 或 卡 氏 积 ， 
定义 1,5 对 于 任意 的 集合 S51 与 5,， 我 们 称 
SiXS2= {Xx y> | LESA y E So} 
为 S, 与 S: 的 笛 卡 尔 乘积 〈 或 称 为 季 民 积 )， 
定理 1.5 UFERHHAS YS, ENE RB S x 
5z: 是 一 集合 ， 
证 明 首先 ， 若 *ES，?7ES， 则 《29>EG(2(S))， 即 
s DATSHREAHERA, REA ACSH YES, 
因此 ， 有 {x} EPCS), {x,y} EPS) K 
xy ED (DS)), 
其 次 ， 当 xE€5i， ? ESM, 
Cep E PLPC US:)). 
第 三 ， 册 定义 1.5， 显 然 有 ， 
Si XSS {z| E PLPC USAIA Yy 
(ES Aye SiAz=<x,9>)) Fs 
由 子 集合 分 离 原则 ， 即 得 S, x S: 是 一 集合 。 
由 定义 1.5， 读 者 不 难看 出 ， 对 于 任意 的 类 C: 与 C:， 类 似 地 
可 以 定义 
Cix C= Key ECG Ay EC}, 


FA, KNPC ARN A-ERRE GRR). BR, CXC 
一 类 ， 
注 记 1.1 $ 
V={xle=x}. 

这 里 ，x 是 指 任意 的 对 象 ， 它 可 以 是 集合 ， 并 是 每 一 集合 都 
与 自身 相等 ， 所 以 一 切 集 合 都 属于 VY， 这 样 ,V 就 不 再 是 一 集合 ， 
而 是 一 真 类 了 .因为 , RAT RRS A 

T ={uledéxAx€ V}. 
如 果 伙 是 一 集合 ， 由 子 集 合 分 离 原 则 ， 了 也 就 是 一 集合 了 ,这 就 砂 
得 了 我 们 的 结论 。 


$6 关 系 
今后 ， 为 简便 起 见 ， 我 们 常常 使 用 下 述 缩写 
以 VxE yA) EW V xls E yA(x))， (1.17) 
Wax€ yA(w) RIE yy 八 A(%x))。 (1.18) 


定义 1.6 如果 类 RR 满足 条 件 
VxECRayidyelx=Cyi5y2)5 

MRR 为 类 关系 。 

不 难看 出 ， 一 类 尺 是 一 类 关系 ， 当 且 仅 当 有 类 C1 与 C2:， 使 得 
RCC XC, 

ig 1.2 ”在 定义 1,6 中 ， 当 RR 为 一 集合 时 ， 就 称 为 一 集合 
关系 .今后 ,我 们 总 是 把 集合 关系 简称 为 关系 。 显 然 ， 空 集合 好 也 
是 一 关系 。 

定义 1.7 SRAE-RKA, REX RHEL R dom 
(R)， 值 域 tan CR) 和 域 fld(R) (今后 ， 在 不 致 引 起 误解 时 ， 我 
们 省 去 圆 括 号 分 别 写 做 domR，ranRSfldR》 如 下 : 


domR= {x|Sy((x,y> ER)}, (1.19) 
ranR={y]ox(<x,yrER)}, (1.20) 
fldR=domRU rank, (1.21) 


定理 1.6 WMR, ER, WMeCUUR, yOUUR. 
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证 明 HA, ER, Miir}, ryh ER, AAt, yE 
{ix}, is,y}}, Mi ix,y}C UR. 进一步 即 得 xEUUR， 
yeUUR. 

定理 17 车 R 是 一 关系 , 则 domR,ranR，fldR 都 是 集合 。 

证 明 首先 ，RR 为 一 关系 ， 故 尺 是 一 集合 ， 由 之 ，URR 是 一 
集合 ，U UR 是 一 集合 ， 这 样 ， 使 用 定理 1.6 和 子 集合 分 离 原 则 ， 
由 

domR={x|xE U URASy(Kx, yo ER)}, 
ranR={y|y E U URAIL P CRD}, 
可 以 获得 Gom 尺 与 ranRR 均 为 集合 .从 而 fldR 也 是 一 集合 ， 

定理 1.8 如果 R 是 一 类 关系 ， 则 

fldR=UUR. 

证 明 对 于 任 一 对 象 *， 若 *EfldR， 这 就 意味 着 存在 一 对 象 
y, EIP ERR 或 《y O ERWA, HERL. TERA 
况 ， 都 有 YE HU UR， 

反之 ， 因 为 R 为 一 类 关系 ， 它 的 元 素 都 是 有 序 对 ， 即 它 的 元 
烷 都 有 形式 {{%}，{%,y}}。 而 任 一 对 象 f， 若 t€ U UR， 则 必 有 
WH, MBE, {ut} E RR {u}, {u,t}} CR. i EfldR。 

总 之 ， 我 们 有 fldR=U UR，。 

我 们 推广 有 序 对 的 概念 ， 三 元 序 以 至 对 于 任意 自然 数 %， 都 
E n 元 序 时 ， 我 们 就 可 以 去 定义 外 元 类 关系 了 。 

为 了 简便 起 见 ， 我 们 常常 把 4y ,y> ER 记 做 R(x,y) 或 *Ry。 

关系 是 集合 ， 它 除了 有 集合 的 一 切 运算 外 ， 关 系 与 类 关系 还 
可 以 有 复合 、 疼 、 限 制 运算 ， 

定义 1.8 ”对 于 任意 的 类 关系 RR 与 R23， 我 们 称 类 关系 

Ric R= {<x , y> | 3z(xR:zzAzRiy)} 
为 Ri 与 R: 的 复合 。 
定理 1.9 WFERWAKAR, RAR, RNA 
(Rio R2) R= Rie (Roe Rs) 
证 明 ”对 于 任意 的 x*,y， 我 们 有 
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,YE (Rie Ro) oR 
> Fz(tRazAz(Rie Ra) y) 
<> Dz la Ras N Bu (2eRee\uRiv)) 
-> Jz Ju (x RızAzRu) AuR y) 
<—> Iu (x Rro Ra AnRy) 
<—> <x, y? € Rio (Re Ra) 
这 样 ， 由 外 延 原 则 ， 我 们 有 
CR1° R2)° Ra= (Ri° R;)° Rs:。 
定义 1.10 对 于 任意 的 类 关系 尺 ，， 我 们 称 类 关系 
R= {yx xRy} 
ARKARY EH. 
定理 1.10 FR, RARARKA, M 
(1) domR'=rank, 
(2) rank™'=domk, 
(3) (RO)'ER, 
(4) RoR) =R pe Ry 
证 明 (1) 与 (2) 的 证 明 是 由 定义 1.7 直接 获得 的 ， 仅 需 证 
明 (3) 和 (4), 设 x,y 为 任意 的 集合 ， 先 证 ( 3), RAIA: 
wey E (RI) er (ye E RT! 


lay E R 
再 证 (4) 
Caa y) ERIoR2) <>< y 0 E Rieke 
<> Jely Rz AAR) 


< zla R y AxRi'2) 
<-> Fe(s R z AR y) 
lr, p P ERR’, 
由 y,y 的 任意 性 和 外 延 原则 ， 即 得 欲 证 的 结果 ， 
定义 1.11 对 于 任意 的 类 关系 R 和 类 C， 我 们 称 
Key lix y E RAYEC} 
为 R 对 C 的 限制 ， 并 记 做 RIC。 


ei. 


定义 1.12 ”对 于 任意 的 类 关系 RR 和 类 C ,我 们 称 ran(Ri C0) 
AREC THR, FWRI. 
由 上 述 两 个 定义 ， 显 然 ， 我 们 有 
RICV={y| Ave CR(x,y)}. 
不 难 证 明 HR, Ri, REKRASA-KE MH, RoR, 
R, RS, HPREKR MERGE- RA. 
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定义 1.13 类 关系 R， 当 其 满足 条 件 
VLN nV yla Ry Axs Ry: y= yr) (1.22) 
时 ， 就 称 民 为 类 函数 〈 也 称 之 为 运算 ) . 
可 以 看 出 ， 类 函数 是 具有 单 值 性 的 这 种 特殊 的 类 关系 。 式 
(1.22) 表示 ， 对 于 任 汶 的 *， 如 果 存 在 y， 使 得 x*RRy 成 立 ， 则 这 
种 y 是 唯一 的 ， 亦 即 ， 对 于 任意 的 z， 当 *Rz 也 成 立时 ,就 有 :一 y。 
这 就 是 说 ， 对 于 某 些 对 象 * 来 说 ， 式 〈1.22) 是 允许 不 存在 y 使 得 
xRy 成 立 的 .换言之 ， 对 于 这 种 对 象 * 而 言 ， 任 意 的 对 象 yjYRY 
都 不 成 立 .这 是 对 函数 概念 的 一 个 广义 的 理解 ,也 就 是 说 ， 当 有 类 
C1 与 C2:， 使 得 
RCC|XC,, 
Bak (1.22) Reach, REPRIZA, HRC 为 它 的 定义 域 ， 
这 就 允许 对 于 Ci 中 某 些 元 * 来 说 ， 对 于 任 意 yE Cz，xRy 都 不 成 
立 .C2 为 R 的 值 域 .然而 ,为 了 使 用 方便 ， 本 书 对 定义 域 与 值 域 只 
取 狭 义 的 理解 ， 就 是 说 ， 总 是 要 求 满足 条 件 ; CisdomRk, KF, 
就 有 
VECIAIYRGY ,Y) 
成 立 ， 其 中 
A yRwy) MW Ay (RU WV VAR, y)>2= y)). 
类 函数 常用 英文 大 写字 母 F 与 6 或 加 下 标 表示 之 ,已 知 下 为 一 
类 函数 ， 并 且 GCF， 显 然 G 了 出 一 定 是 类 函数 ,特别 地 ， 空 集合 名 
是 一 个 类 函数 ， 是 一 个 处 处 无 定义 的 类 函数 。 
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类 函数 具有 单 值 镍 ， 娄 关系 不 -一定 满足 单 值 性 ,类 函数 是 特 
殊 的 类 关系 ， 一 个 类 关系 又 满足 式 1.22) 就 是 类 函数 ,一 类 函 
数 又 是 一 集合 时 ， 就 称 为 一 集合 函数 ， 人 简称 函数 .我 们 常常 DF 
号 f,g 或 加 下 足 码 表示 某 一 函数 ， 并 且 当 xEdomf i, fC) 就 
表示 函数 在 x 时 所 对 应 的 值 ， 即 《x, f(x)》 Ef。 对 于 类 函数 也 使 
用 类 似 的 记号 。 

是 一 类 函数 ， 记 号 玉 :C1->Cs 表 示 domF=C, ranFCC,, 
此 时 我 们 称 F 是 由 类 C1 到 类 C; 内 的 映射 ， 当 Cz 二 ranF 时 ， 就 称 到 
是 由 类 C1 到 类 C2 上 的 映射 , 当 ，Ci 与 C; 是 集合 时 ， 就 称 F 为 由 集 
合 C; 到 集合 Cs 内 RE) 的 映射 ， 

定义 1.14 对 于 类 函数 F:C,->Cs， 如 果 它 满足 条 件 

VEC y EC yroF (x) #Fly)), 
RAKE HP RO ABT BD). 

定义 1.15 HT TRKA FCC, 如 果 满 足 条 件 C.=ranF 
Mh, REFER, MEE AC. DC. NBR. 

定义 1.16 XRAF Ci->Ci, 如 果 它 既是 单 射 的 又 是 满 射 的 ， 
我 们 就 称 它 是 双 身 的 .更 确切 地 说 是 由 C1 到 C: 的 双 射 类 函数 ， 

类 通 数 都 是 类 关系 ， 所 以 上 节 建 立 的 关系 的 复合 、 逆 、 限 制 
与 象 的 概念 ， 对 于 类 函数 仍然 是 适用 的 ， 

定理 1.11 “如果 类 函数 下 是 单 射 的 ， 则 五 的 道 是 以 ranF 为 定 
义 域 的 一 类 函数 ， 

这 一 定理 的 证 明 是 从 定义 1.13 与 1,14 直接 获得 的 ， 这 里 从 
略 ， 

定理 1.12 ”如 果 类 函数 下: Ci 一 C: 是 双 射 的 ,那么 FCO, 
也 是 双 射 的 。 

证 明 ”如 果 定 理 不 成 立 ， WW yi # ye, yi E Ca, yaEC: 使 得 
F'Cy)=F'(y2) =x, 这样 ,就 有 Ex = y E Po) =. 并且 
yi 去 y2。 这 与 F 是 一 类 函数 相 巴 盾 ， 定 理 得 证 。 

定理 1.15 ”假定 类 函数 是 单 射 , 若 x* EdomF, 则 F-'(F(%)) 
=x, Hy€ranF, WEP Cy) =y. 
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证 明 Bex domF, Mils, F(x) > CF, (F(x), 2 EF", 
有 即 F(x) ECdomF-', Habe EF (FU =x, 

设 yEranF， 由 于 FF 为 单 射 类 函数 , 故 有 唯一 的 x，x EdomF 
E, y EF, My, e CF E=, H Fas y, 
FOD =E y)), W, AFE y= y. 

定理 1.14 如果，G 都 是 类 函数 ,那么 它们 的 复合 FeG 还 是 
一 个 类 函数 且 

dom(F°G) = {x| x €domGAG(*) € domF}. (1.23) 

首先 ， 我 们 直观 地 说 明 此 定理 的 含义 ， 如 图 1,3 所 示 ,CG:C 一 

Ca, FC >C HCCC 


1.3 类 函数 的 复合 


如 果 有 xEC Ga) EdomF ( 昌 然 y=G(x) EranG), 
这 时 FoG 无 定义 .而 对 于 x1 EdomG， 且 G(%1) EdomF ,这 时 yi= 
G(s), yıEdomF, KAn=FCy.) Bl (FeG) =a. 

WER HUF CHROMED, WA, a, 22Hz 4z 
使 得 

91219 C PoG Hix ,22>€ FeG, 

XHRAy, EBF )=2ab Fl y) =z H ayo EG 上 且 
it, yD EG AFGE- XMR, y= ye XA FFARR, 
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Hl = 22, 这 与 a1 关 % 的 题 设 相 矛盾 .所 以 F。G 是 一 函数 。 

再 证 式 (1.23). x Cdom(FeG). WE, BS x, 2) CFG, 
因此 ， 存 在 y 使 得 (xy, y> EG 且 《<y,z》EF， 由 于 G6 与 为 函数 ， 所 
以 使 得 G(%)= y 和 F(y)=z, 即 XEdomG，y=G(%*)EdomF, 并 
BA@z=F(G(*)). 

BH, wxCdomG, HG( x) EdomF, XH, —EA 
y, 2, E y=G(x), yEdomGH<y, DEF Hit, RHA 
(x, yrEG, <y,2EF, BRU, <x,2>€FeG. Bl x€dom(FeG). 

综 上 ， 我 们 有 式 1.23) 成 立 。 

在 上 述 定 理 中 ， 如 果 令 6 是 单 射 的 ， 并 且 把 F 取 做 G-'， 则 
(G7'°G) (4) =G (G(X)) =A, 
dom(G7!»G)=domG. 

定义 1.17 对 于 任意 的 类 函数 下 ， 若 对 于 任意 xc dom 巨 ， 都 
有 F(z) 一 ”%， 则 称 瑟 为 类 C 上 的 恒 等 函 数 . 其 中 C=domF, 常 常 把 
这 个 类 函数 记 做 Ic。 

定义 1.18 ARAF: >CHF+ 0, KEXAK 
GiC.>C i fi 

GoF=Ig, (1.24) 
BOM, BGA FHA. 

定义 1.19 令 类 函数 F:C >C: HF+Ø, HH, BHR 

G3C2->C 4 
FoG=Ie, (1.25) 
RL, RACAPHAW. 

定理 1.15 “如果 五 为 一 不 空 的 类 函数 ， 则 当 且 仅 4 F BBA 
时 ,存在 Ff 的 左 道 G。 

证 明 假定 F 有 一 左 逆 G， 即 Go 下 = Te, 并 且 若 对 于 xECi， 
yeC, 且 F(x)=F(y) 则 有 

G(F(x))=G(F(Y)), 

由 于 GL(F(x))=x 且 G(F(y))=y， 因 此 x%=y, 也 就 是 说 , 我 

们 有 


Fis) =F(y)--4= 4. 
Flic, eRe FAHY BY. 
反之 ， 假 定 F 是 单 射 的 ， 这 时 太 "! 是 定义 域 为 ranF 值 域 为 C， 
的 函数 ,由 于 天 基 刀 ， 央 此 C: 非 空 .可 以 从 C: 中 到 一 辕 定 的 元 素 w。， 
并 定义 6 如下， 


FC), 当 xEranF, 
G(x)={ 


Kas 当 % EC ranF, 
由 此 ， 我 们 有 
G=F"'U (C.-ranF) X {r}. 
显然 ，C 是 一 个 类 函数 ,如 图 1。4 所 示 ，G 的 这 种 选择 的 月 的 是 


1.4 G 的 构造 


AEE ECM BIC, AH dom(GeF )=Ci, AM FE «EC 
都 有 

G(F(s))=F"'(F(x))=2, 
Kilt, GF=I¢,. 


§8 单 值 化 原则 


类 似 于 定理 1.15， 我 们 有 右 逆 函 数 的 定理 。 不 过 右 逆 函 RR 
求 单 值 化 原则 ,因此 ,我 们 首先 陈述 单 值 化 原则 . 

单 值 化 原则 NTERWARKAR, BER BAG, 使 
得 


GC RH domG=domR. 

使 用 单 值 化 原则 ， 我 们 能 够 证 明 下 述 定理 ， 

定理 1.16 MRFA-ASHRBR WHEEFH-AUG, 
当 且 仅 当 玉 是 满 射 的 。 

证 明 车 存在 F 的 右 逆 Gf， 即 

FoG= [eo,. 

因此 、 对 于 任意 的 yECs， 有 y= FCG(Y)) ,这样 ,y Crank, 
就 是 说 ， 对 于 任意 的 y， 我 们 有 

yEC,>y Erank, 

MU, FRC BCAA A wR. 

反 过 来 ， 假 定 有 为 由 Ci 到 C: 的 一 满 射 函 数 ， 也 就 是 说 ，C: 中 
任 一 点 y 都 有 Cl 中 的 一 点 映 到 y， 但 是 否 仅 有 一 点 映射 到 它 呢 ? 
我 们 不 知道 . 仅 有 一 点 对 应 于 y 的 叫 单 根 函 数 ， 在 一 般 情 况 下 ， 
它 不 是 仅 有 一 点 ， 而 是 可 以 有 许多 点 ,在 F 之 下 映射 到 y 《图 1,5)， 


t: 


图 1.5 不 单 根 的 函数 示意 图 


也 就 是 说 ， 一 般 来 讲 函 数 不 是 单 根 的 ,因此 ， 五 "是 类 关系 ， 不 一 
定 是 函数 ,然而 ， 由 单 值 化 原则 ， 我 们 有 类 函数 C， 使 得 
GC F~ HdomG=domF™', 

由 此 ， 对 于 前 边 给 定 的 »，y EC:， 就 有 唯一 的 #, 使 得 * 二 G(y)， 
即 《y,G(y)> EF, Wi, GO), y pP ER, 从 而 有 FCG(Y))= yy。 
MAP GSI. 

我 们 常常 使 用 较 弱 形式 的 单 值 化 原则 ， 即 集合 形式 的 而 不 是 
前 边 陈述 的 类 的 形式 的 单 值 化 原则 ， 

集合 形式 的 单 值 化 原则 对 于 任意 的 RE KAR, BF 
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在 一 函数 /， 使 得 
JER Hdomf=domR. - 
Bil.3 单 值 化 原则 是 -- 个 重要 的 数学 原则 ， 我 们 将 要 证 
肖 它 等 价 于 选择 公理 ,类 的 形式 的 单 值 化 原则 等 价 于 类 的 选择 公 
理 , 集 合 形式 的 单 值 化 原则 等 价 于 集合 的 选择 公理 ， 并 称 之 为 选 
择 公理 形式 1 , 单 值 化 原则 与 概括 原则 无 关 ， 它 是 一 条 独立 的 原 
则 。 


$9 替换 原则 


作为 定理 1.7 的 道 ， 我 们 有 下 述 定理 。 
定理 1.17 FSRHAKR, #domR HraaKHARG, WR 
为 一 关系 。 
证 明 仅 需 证 明 R 为 一 集合 ,因为 
z|3xEdomR Jy € Rank(z=<xeyp)A 
r={ } 


td 


z€P(P(domR UranR)) 


EipdomRijranR JZRA, HERATER WAS RAD AIR 
则 可 得 下 为 一 集合 。 

这 样 ， 我 们 获得 ， 对 于 类 关系 尽 而 言 ， 尺 是 一 集合 当 且 仪 当 
domRHranR 都 是 集合 ,一 般 说 来 ， 我 们 不 能 由 domR 是 集合 ， 
PUES ran RR 是 一 集合 ， 并 且 我 们 很 容易 获得 这 一 推导 不 成 立 
的 反例 。 

例 1.4 R= {如}xXV 是 一 类 关系 ， 虽 然 JomRR= { 纪 } 是 一 集 
合 ， 但 是 ranR 是 一 真 类 ， 

对 于 类 函数 来 说 ， 当 我 们 已 知 domRR 为 一 集合 时 ，ranR 是 
否 为 一 集合 呢 ? Ae 〈 即 替换 原则 ) 对 此 作 了 肯定 的 回答 。 

原则 6 如果 已 是 类 函数 且 5 是 一 集合 ， 则 ran(R S) 是 一 集 
yan 

对 于 类 函数 F 而 言 ， 当 :3 为 集合 时 ， 替 换 原 则 保证 ran(EfS) 
是 一 集合 ， 从 而 由 定理 1.17 就 获得 了 fi S 是 一 集合 了 ,图 1.6 直 观 
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. 图 1.6 替换 原则 示意 图 
地 说 明了 替换 原则 的 含义 . 当 F 是 一 类 关系 时 ， 虽 然 此 时 dom RR， 
ranR 不 一 定 是 集合 ， 但 当 把 F 限制 在 集合 S 时 ，Fi S，ran(F)S) 
就 都 是 集合 了 。 


$10 ”类 与 集合 的 封闭 性 运算 


当 我 们 把 集合 的 交 、 并 与 相对 补 的 运算 推广 至 类 时 ， 我 们 可 
以 证 明 这 三 个 运算 对 于 类 都 是 封闭 的 。 
定理 1,18 令 Ci 与 C; 是 类 ， 它 们 的 交 
CiNCs= {sls EC: Ax EC} 
还 是 一 类 。 换 句 话 说， 类 对 交 运 算是 封闭 的 ， 
定理 1,19 令 C1 与 C: 是 类 ， 它 们 的 并 
CiUC:={%|XECr VXEC,} 
还 是 一 类 , 换 旬 话说 ， 类 对 并 运算 是 封闭 的 ， 
定理 1.20 令 C1 与 C: 是 类 ，C1 与 C; 的 相对 补 
C—C: = {x] x ECiAx€ C2} 
还 是 一 类 , 换 句 话说 ， 类 对 于 相对 补 运 算是 封闭 的 ， 
注 记 1,4” 任 一 类 的 元 素 是 个 体 或 集合 ,所 以 对 于 每 一 RC, 
都 有 CCV KH, RNS 
C=V+C 
并 称 艺 为 类 C 的 补 ， 因 此 ， 对 类 而 言 ， 补 运算 是 圭 闭 的 ,但 是 , 当 


- 19+ 


5 是 一 集合 时 ， 我 们 有 
S=V+S 
不 是 集合 而 是 一 真 类 了 ,这 是 因为 
V=SUS, 
当 5 与 5 都 是 一 集合 时 ， 就 得 到 了 V 是 一 集合 了 。 
定理 1,21 令 C 是 任 一 类 ， 它 的 并 
UC={x|3y(y ECAxEyY)} 
还 是 一 类 。 
定理 1.22 令 C 是 任 一 类 ， 它 的 交 
NC={x|Vy(y CC>xE y)} 
还 是 一 类 ,特别 地 
NGS=V, 
NV=, 
注 记 1.5 BWA (1.16) (定义 不 空 集合 的 广义 交 )， 读 者 能 
够 获得 
SCS>NSCNS. (1.26) 
式 1.20 是 说 ， 集 合 愈 小 时 它 的 广义 交 就 您 大, 但是， 空 
集合 的 交 是 什么 呢 ? 仅 在 集合 的 范围 内 是 没有 办 法 回答 这 一 问题 
的 .有 的 作者 把 它 规定 为 空 集合 多 ， 有 的 作者 对 它 不 加 定义 .我们 
采取 后 一 种 办 法 .在 集合 范围 内 不 定义 空 集合 的 交 。 而 把 它 作 为 类 
的 运算 时 ， 才 给 出 了 它 的 定义 ,并 且 这 一 定义 和 它 的 公式 的 表 达 
式 是 一 致 的 
注 记 1。6 ”由 于 真 类 不 能 作为 类 的 元 素 ， 所 以 ，{V } 无 定义 ， 
这 样 ， 类 对 于 无 序 对 运算 和 和 究 运 算 都 是 不 封闭 的 ， 


$11 存在 极 小 元 原则 


定义 1.20 令 5 是 一 不 空 集合 ， 昌 x*E5， 如 果 条 件 
SN wx=8 
成 立 ， 则 称 * 为 5 的 一 极 小 元 ， 
例 1.5 SS={{O}, {Øhh}. 
+ 20° 


AA{SIES, APDES, MUA 
SN {Dy =D 
成 立 , 因 此 {名 } 是 5 的 一 极 小 元 ,但 是 ， 虽 然 {{ 多 )} E5， 因 为 {名 } 
ES， 且 {多 }E {名 上 ， 所 以 ，{ 名 } 是 这 两 个 集合 的 共同 元 素 , 即 
Sn 人 好) 二 区 人 站 关节， 
这 样 ， 就 有 {{ 多 外 } 不 是 5 的 一 极 小 元 ， 
例 1.6 令 S={{2}，{3}}， 因 为 {2;E5， 且 {2} 中 有 了 唯一 
的 元 素 2， 而 2 S$。 所 以 ， 有 
SI {2} =O 
成 立 , 因 此 ，{ 2 } 是 5 的 一 极 小 元 , 同 理 {3} ES5，{3 } 中 有 唯一 的 
#3, H3S, WMA, 
SN (}=D 
成 立 . 因 此 ，{ 3 } 是 S 的 一 极 小 元 。 
例 1.6 说 明 一 不 空 集合 ， 可 以 有 多 于 1 个 的 极 小 元 。 
存在 极 小 元 原则 ”每 一 不 空 集合 都 存在 极 小 元 ， 
这 一 原则 是 对 集合 的 一 种 限制 ， 它 能 够 排除 满足 下 述 条 件 的 
BAS, Y, By Xo May oy Nae °° 
(1) *Ex; 
(2) xEyAyEss 
(3) xEyAyEeeAzE xs 
C4) wo EAN 8 Cae AN tant Gta Ka E X03 
(5) tea nt © ta Xn EEn Nie E hoe 
we LRRESA-HRERARRRS, WE, RIEME EIR 
小 元 原则 证 明 不 存在 奇异 集合 ， 
定理 1.23 ”对 于 任 一 集合 x%， 都 有 x 和 对 2% 成 立 。 
证 明 ”如 果 定 理 不 成 立 ， 即 有 一 集合 %， 使 得 %*Ex， 这 样 % 
与 集合 {*} 就 有 一 个 公共 元 x， 然 而 ， 由 上 述 原则 取 {x} 作 为 原 则 
中 的 不 空 集合 ， 而 且 {x} 怡 有 一 个 元 素 *， 所 以 x 与 {% } 就 不 能 有 
公共 元 素 ， 所 以 x %。 
定理 1,24 ”对 于 任意 的 集合 x 和 y， MA 1(x€y 八 YE x) 


F TE 


成 立 。 
证 明 假定 存在 x*，y 使 得 ， 
XEYAYES (1.27) 
成 立 ,我 们 做 无 序 对 集合 {x,y}, 当 然 ,我 们 有 x Eley bay cla, 
外， 由 存在 极 小 元 原则 ， 集 合 {x,y} 必 有 一 极 小 元 ,当然 由 于 此 
集合 仅 有 两 个 元 ， 所 以 这 一 极 小 元 只 能 是 x 或 者 y ,不 失 一 般 性 ， 
设 x 是 它 的 极 小 元 ， 然 而 由 (1,27) 可 得 yeu, KRM ve {x 
分 ， 就 获得 与 4 是 集合 {xy,? 的 极 小 元 相 冲 突 ， 所 以 ， 不 能 有 集 
合 *、7 使 得 〈1.27) 成 立 。 
定理 1,25 对 于 任意 的 集 Sx, yz, PAC VAYEZA 
z€x) 成 立 。 
证 明 假定 存在 集合 %，y，: 使 得 
YEYA 人 7yEzANzExY (1.28) 
成 立 。 RRBs, vy, 2h, BR, Be€l{x, ys 2, vel, 
Voth, 2214, 7 修成 立 。 由 存在 极 小 元 原则 ， 此 集合 一 定 存在 极 
小 元 。 因 为 它 仅 有 这 三 个 元 素 ， 所 以 极 小 元 也 只 能 是 这 三 个 元 于 
之 一 .不 失 一 般 性 ， 我 们 不 妨 假定 x 是 它 的 极 小 元 .然而 ， 由 式 
(1.28), Wzex, HAce{x,y,2}, Bex 是 它 的 极 小 元 的 
定义 相 冲 突 . 所 以 式 (1.28) 不 成 立 , 这 就 获得 了 欲 证 结果 ， 
定理 1.26 不 存在 集合 x%。，x!,…，,%*。»， 使 得 
KOE xi Ee E tn E Xo 
成 立 。 
证 明 ”假定 此 定理 不 成 立 ， 亦 即 有 集合 
Kos Mig sla, 使 得 
MoE MEE Xa Ko (1.29) 
Moin. RIERS {Yo Xir otaj, PITE 1.246, EPET 
HIRIA E., 
定理 1.27 不 存在 集合 的 序列 Ye，xto x20, RFS 
te E May Eln E i E41 E Ha 
成 立 。 
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证 明 假定 有 集合 的 一 序列 x。， XSi, La, EI 
E En EG Ha E “CHEN (1.30) 

BOIL RIN SBASH {o m1, vey} BR MFR ARR, 
Hs ES。 由 存在 极 小 元 原则 ,S 必 有 一 极 小 元 ,又 由 于 S 的 构成 ， 它 
只 能 是 某 一 xw, 然 而 由 式 1.30) RIA tn, E Xap A age: ES, 
这 与 xm 的 极 小 性 相 冲 突 。 这 就 获得 了 我 们 欲 证 的 结果 。 

定义 1,21 ERG SPH to mie, PHAR (1,30) 成 立 , 则 
Bk vos%is-, ASHI C MES. 

定理 1.28 HS#D, HPP, WS PAKTE 
的 极 小 元 ， 

证 明 假定 上 述 定理 不 成 立 。 即 在 S 中 不 在 在 极 小 元 ,因此 ， 
对 于 S 的 任意 元 x"， 它 不 能 是 5S 的 一 极 小 元 。 令 xoES，zxo 不 是 SH 
一 极 小 元 。 因此 ， Ax E Xo 且 x1 ES, 同 样 ， WF x 言 ， 仍然 有 
x%2€S 且 %2€ .继续 这 一 手续 ， 就 可 以 获得 一 个 S 的 E 降 链 ， 

由 上 述 定 理 ， 我 们 已 经 获得 ， 任 一 不 空 集合 都 不 存在 关于 € 
的 降 链 ， 那 么 存在 极 小 元 原则 成 立 。 
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1.1 设 4,B,C 为 住 意 的 类 ， 证 明 : 

(1) ANBCA; 

(2) ACB-ANCCBNC; 

(3) CCAACCB-CCANBs 

(4) ANCAUB)=A; 

《5) AUCANB)=A; 

《6) AN(BUC)=C(ANB)UCANC)s 

(7) AUCBNC)=(AUB)N(AUC). 
1.2 A, BHEERS, if: 

(1) ACB+P(ADCA(B); 

(2) P(A)CH(B)-ACB; 

(3) P(A) =H(B)<—>A=B; 


(4) P(A)E A(B)->AEB; 
C5) 举例 说 明 4EB 但 9P(A)K PAB), P UO HR 
成 立 。 
1.3 求 : 
(1) B(D)s 
C2) MA(SD))s 
(3) BM(A(P(B)))s 
(4) PP (PPL)))), 
14 E (其 中 空 为 整数 集合 ，.NH 为 自然 数 集合 ， 邹 为 有 理 数 集 
合 ，. 静 为 实数 集合 ): 
(1) >N, 
(2) SAMS 
(3) ZHAN) 
(4) BEND; 
(5) A+A, 
1.5 40=2, 1=0U (0},2=1U{1},3=2U{2}, 4=3U {3}. 
(1) 验证 上 述 0，1，2，3，4 都 是 集合 5 
(2) Bizi€2, 1€3, 1€4, 2€3, 364, 064; 
(3) 仅 用 名 与 { } 写 出 4 来 。 
1.6 邻 4=(3,4}，B={4,3}U Ø, 
C={4,3}U {Ø}, 
D={%|%*~7x*+12=0}, E={8,3,4), 
F={4,4,3}, G={4,0,0,3}. 
问 上 述 集合 中 哪些 是 相等 的 ， 哪 些 是 不 等 的 ? 
1.7 设 Y、? 为 已 知 集 合 ， 计 算 ， 
UU 人 3》 《wy 
1.8 Sat=xU is}, 计算: UPCO***)SUUBM(O***) 
1.9 FA: PUD), 
1.10 计算 ; UJ ND. 
1.11 设 *，y 是 任意 的 类 ， 诈 明 下 述 结论 恒 成 主 ， 
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(1) Uy =D eel Ay=0; 
(2) sys ye y= ys 
(3) sy y=xrtyery=0s 
(4) sny =x+ yts Os 
(5) snyvy=auyrmxr= y. 
1.12 Hx, y EAR, AFETA RE, 
C1) suyCaxsCzA yCas 
(2) 2y ye m2CuAzcys 
C3) 1C yuzs a yCa; 
(4) 2CyCez*+—>xU y= yN. 
1.13 对 于 任意 的 类 xyyyzyzUt， 证 明 下 述 含 包 式 。 
NUT YY)UCY 一 3)UCZ 1 
恒 成 立 。 
1.14 E FEER y WA 
Ulsuy)=UsuU ye 
1.615 i, Ha. yHAESES, MA 
A(euy=nanN ye 
1.16 试 给 出 集合 4 和 ?的 例子 ， 使 得 
(1) xny 夫 分， 
《2) NanNy#NGny) 
同时 成 立 ， 
1.17 试 计算 并 化 简 ， 
(1) ULP(P(B(D))) DB PD) PG), D }, 
(2) UB BT (DN) PUD), OD}. 
1.18 化 简 ， 
C1) NA PA® ))), P(P(DB)),A(P),2 }, 
(2) N{PLPLP(D))), PLP(D)) PLO}. 
1.19 设 x,y 为 任意 集会 ， 证 明 。 
C1) UPM@M=s; 
C2) PWMP = PUNY); 
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1.20 


1.21 


1.22 
1.23 
1.24 
1.25 
1.26 


1.27 


1.28 
1.29 
1.30 


(3) xC22(U5， 在 什么 条 件 下 ， 可 以 把 包含 号 CR 
RF FE? 

证 明 ， 若 5Es，yES， 则 它们 的 有 序 对 

(4, PE P (P.ACUS))). 
证 明 ， 对 于 任意 集合 St，sz， 存 在 一 集合 s， 使 得 对 于 任意 
集合 y， 都 有 一 集合 %Esw 并 县 

yEse— ya{x}) X53. 

&si= {0,1,2}, sz={2,3,4} Ks: X S20 
&sı= {0,1}, s2= {2,4,5}, ËS X sz。 
证 明 ; xXCyuz)=(xX y)u Xz). 
证 明 ; aX yeuXz, HHXADM y=, 
证 明 ， 对 于 任意 的 类 关系 尺 ， 民 2， 和 任 一 集合 ss s2, W 
As 
(1) s1Cs:>Rilsı JC R [s2] 
(2) (Rio Rz)lsl= RRTsL)L, 
(3) Rf (s: U s2) = Rafs: U Ref se. 
fie gMA HR, ee fCg<->dom (f)Cdom(g) A 
Vx€dom( fC f(s) =g(x)). 
8.2 ff eBA HR, BfCehdom(g)Cdom( fi f=g. 
证 明 ， 不 存在 这 样 的 集合 ,使 一 切 函 数 都 属于 它 。 
BVA BRE, Cine Ame SAH ARR EE, 


并 且 ran( 局 ) 己 .A ,i<n, Otag Anit ARR GK, Hf Hran(g) 
CN, eH FARLH fA-GKR RHR, Haran fc 


N, 
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f Wis He) CBr Chg 88 Km) ss Hea Bry oy Xm) Do 

令 民 是 一 个 n+1 元 自然 数 关 系 ， 并 且 有 性 质 ， 

VAEN 4a ENAIYyYEVR(NI Kas VY) RES 
(Xi Kay Y) E fe RNs Kay Y) 
AV2ENM CRU hay Dy Sz), 

ER, JRA RRNA RR, FAG TIES YG ay yAn 


s $6 ， 


EM, Sei tt FT RRR EL, 
1.382 对 于 任意 的 集合 4,y 和 类 关系 及 ， 都 有: 


x Eranl R] y) e> yNran(R D(a} GG, 
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第 二 章 F 数 


本 章 的 目的 是 讨论 一 类 特殊 的 集合 ， 我 们 称 之 为 序数 ， 序 数 
是 集合 论 的 精 苯 ， 对 它 应 做 透彻 的 研究 ， 

自然 数 是 序数 的 一 个 特殊 部 分 ， 所 以 在 讨论 一 般 概 念 之 前 ， 
首先 讨论 自然 数 ， 然 而 推广 到 序数 的 一 般 概念 。 


3 1 自然 数 集合 


»* =XU{%), 
称 集合 ”为 集合 x 的 后 继 ， 
定义 2.2 
0=2, 
1={0}, 
2=1U{1}={0,1}, 
3=2U {2}={0,1, 2}, 
4=3U (3}=(0,1,2,3}6 
上 述 0,1,2,3,4 都 是 自然 数 。 空 集合 多 一 无 所 有 ， 自 然 数 零 
也 -- 无 所 有 。 因 此 ， 把 数 零 定义 为 空 集合 是 合理 的 ， 自 然 数 1 表 
示 有 一 件 东 西 ， 我 们 定义 为 由 0 组 成 的 集合 ,自然 数 2 表示 有 两 件 
东西 ， 我 们 定义 为 由 0 与 1 组 成 的 集合 ,自然数 3 就 定义 为 有 三 个 
元 素 0，1 ,2 的 集合 ,同样 ,自然数 4 就 可 定义 为 有 四 个 元 素 0,1，2， 
3 的 集合 。 
定义 2.5 
(1) 0 是 一 自然 数 : 
(2) 若 * 是 一 自然 数 ， 则 入 也 是 一 自然 数 ; 
( 3》 每 一 自然 数 都 是 经 (1) 与 (2) 而 获得 的 。 
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出 上 ， 我 们 有 
5== 4 (4) ={0,1,2,3,4}, 


nr1i=nUln}={0,1, 9 

对 任 一 自然 数 n, n (Bn +1) 比 % 恰 好 多 一 个 元 素 ， 这 就 是 w 
自身 ， 我 们 不 断 地 使 用 定义 2.3 O ( 邑 后 继 运 算 ) ， 就 可 以 不 
断 地 获得 新 的 自然 数 ， 并 且 ， 我 们 有 

OEIE2E3ZE vee (2.1) 
和 
OTL ATIC evens, (2.2) 

所 有 的 自然 数 能 否 形成 一 个 集合 呢 ? 由 形成 集合 的 原则 1 一 
6 .甚至 增加 上 单 值 化 原则 也 是 不 能 推导 出 来 的 ， 这 需要 有 一 条 新 
的 原则 ， 即 下 述 原则 7 ,我 们 称 它 为 无 穷 集合 存在 原则 ， 

原则 7 所 有 自然 数 形成 一 集合 。 

当 我 们 把 原则 7 断定 的 自然 数 集合 记 做 6 时 ， 由 定义 2,3, 我 们 
有 

0EaNV YEO (y' Eo), (2.3) 

VxEo(x=0V Sy €a(x=y")) (2.4) 
成 立 、 式 (2.3) 断定 0 属于 6， 并 且 @ 的 任 一 元 的 后 继 还 在 @ 中 ，。 
式 (2.4) 断 定 @ 仅 仅 由 0 与 后 继 数 组 成 ， 

定义 2.4 对 于 任意 的 集合 s， 当 它 同 时 满足 

(1) 06s, 

(2) 对 于 任意 的 xy， 若 xEs， 则 六 ES 
时 ， 就 称 s 是 一 BARE. 

A (2.3) 是 说 @ 对 后 继 是 封闭 的 , 即 @ 是 一 归纳 集合 , (2.4) 
是 说 0 是 归纳 集合 中 最 小 的 那 一 个 集合 .这 样 ， 原 则 ?断定 的 是 在 
在 一 个 集 含 ， 它 的 元 素 恰好 是 自然 数 。 换 句 话说， 所 有 自然 数 汇 
合成 了 一 集合 。 

原则 ?可 以 换 成 一 个 表面 上 看 来 较 弱 的 原则 7a ， 并 由 它 推导 
出 ， 存 在 着 一 集合 ， 它 的 元 素 恰 由 自然 数 所 组 成 ， 
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原则 7a 存在 着 一 归纳 集合 。 
更 在， 我 们 由 原则 7a 出 发 ， 去 推导 原则 ?。 由 原则 7 a， 我 们 
令 : 为 一 归纳 集合 。 并 且 当 y 是 一 归纳 集合 时 ， 由 定义 2.4， 可 以 
写 做 公式 
0E yA Vz(zE y) 2" Ey). (2.5) 
自然 数 的 共性 是 什么 呢 ? 这 就 是 它们 都 属于 每 一 个 归纳 集 
合 ， 换 句 话 说 ， 若 * 是 一 自然 数 , 当 且 仅 当 % 属 于 每 一 个 归纳 集合 ， 
即 
VYy(0E pAV as E yz" Ey) x Ey). (2.6) 
因为 ， 已 知 s 是 一 归纳 集合 ， 所 以 x Es。 这 样 ， 由 子 集合 分 A 
原则 ， 我 们 有 集合 
dals ESAV yEy AVE yrs” Ey)>xEy)} 


(2.7) 
并 且 ， 此 集合 就 是 
tal Vy(OE yAV E y> E y)>rE yh. (2.8) 
这 恰好 是 原则 7 所 断定 的 集合 @。 


综 上 , “属于 一 切 归 纳 集 合 ?是 自然 数 的 特征 ， 是 决定 自然 数 
的 条 件 。 
这 里 ,请 注意 ,我 们 上 述 论证 的 过 程 是 把 式 (2.6) 记 做 AC) 
时 ， 可 以 有 ， 
da] Alx} 
这 一 类 . 由 原则 7a， 并 运用 子 集合 分 离 原 则 ， 我 们 就 得 了 欲求 结 
R. 
定理 2,1 集合 6 是 归纳 的 ,并 且 对 于 所 有 的 集合 s, 若 s 是 归纳 
的 ， 则 ocs， 
证 明 由 定义 2.4 和 式 2.3 直接 获得 0 是 归纳 的 ,再 使 用 式 
《2.8) ， 对 于 任意 的 *， 我 们 有 
EO>Y YO0E yAV 2(z€ yz" Ey) x Ey) 
—>(OEsAV 2(z€s->2" Es) > x Es) 
一 XEs《 因 为 是 归纳 的 ， 所 以 ， 有 0Es 作 ValsEs> 
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ZEND 成 立 )。 
因此 ， 册 s 是 妇 纳 和 的， 则 oCs。 
定理 2.2 OME ETCETERA, NIT=o. 
定理 ?2.2 是 定理 2?.1 和 外 延 原则 直接 获得 的 定理 ?2.2 是 说 @ 的 
任 一 归纳 子 集合 都 等 于 % 自 身 .例如 ,假设 我 们 希望 去 证 明 ， 对 于 
— ARH Nn, RA 成 立 。 我 们 首先 可 以 形成 自然 数 的 集 
合 et 
T={n|n€oBA(n)}. (2.9) 
其 次 ， 对 于 这 一 集合 ， 如 果 我 们 能 够 证 明 0ET 并 且 了 是 归纳 
的 ， 则 由 此 就 完成 了 我 们 的 证 明 。 这 样 一 个 证 明 叫 做 归纳 证 明 。 
亦 即 数学 归纳 方法 。 下 面 的 定理 给 出 这 种 方法 的 一 个 非常 简单 的 
例子 。 
定理 2,3 除 0 以 外 的 每 一 个 自然 数 均 为 某 一 个 自然 数 的 后 
继 。 
证 明 令 T= {nln€Eo 且 (或 p 二 0 或 3mE@ln= 二 m'))}), 那 么 ， 
0ET, 而 且 ， 如 果 kET， 则 k* ET, 因 此 ,由 归纳 法 ,就 有 ;了 =@。 
皮 阿 诺 (Peano) 自然 数 公理 系统 是 很 著名 的 ， 简 单 说 来 ， 
它 是 关于 自然 数 0 和 后 继 运 算 以 及 集合 o 上 的 结构 的 ,人 们 也 常 记 
做 (@,y* ,0>, 皮 阿 诺 公理 系统 为 下 述 三 条 ， 并 且 它 们 都 是 我 们 的 
定理 ， 
(1) Vx€ ale" +0), 
(2) VxEoV yEol(x*=y*>x=y), 
(3) ACD AVIE ACH) >Y x EAC)» 
其 中 4(%) 是 任 一 公式 。 
(1) 是 显然 的 。 
对 于 (2)， 设 x 二 y*, Maule 二 yU{y), 这 样 ,xE vyU 14y) 
和 yE%U 1{%}， 亦 即 
(XE yVe=y)IACVERV y=%), 
REBEsAY, MARNRAsCyAyes, RGe M123 HK 
iA» 所 以 x= yy， 
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(3 》 就 是 2 归纳 原则 的 另 一 种 形式 
注 记 2.1 上 述 o 归 纳 原则 是 出 2 的 性 质 决 定 的 ,也 是 对 @ 的 一 
种 刻 划 . 这 一 原则 应 用 十 分 广泛 ,通常 以 皮 阿 诺 公 理 ( 3 ) 即 数学 
妈 纳 方法 的 名 子 而 著称 ， 这 一 方法 是 说 ， 一 个 数学 命题 ， 当 它 是 
含有 一 个 自然 数 与 参数 时 ， 例 如 ， 它 是 命题 4(xm) 时 ， 当 我 们 能 
够 验证 或 证 明 4(0) 成 立 ， 并 且 对 于 任意 的 自然 数 %， 当 我 们 假定 
Am 成 立 ， 就 能 推演 出 4( +1) 也 成 立 ， 那 么 ， 对 于 一 切 自然 
Hx, MAAC) 成 立 ， 即 
VEoOd(%) 
成 立 。 这 里 应 注意 ， 
(1) ACO) 成 立 CRA CO) 可 证 )， 
(2) VxyEo(d(Y)->4(0Y+1)) 成 立 (或 可 证 )。 
这 二 条 是 靠 其 它 方法 获得 的 ， 它 们 不 是 数学 归纳 法 的 结果 ， 而 是 
数学 归纳 法 的 前 提 ， 有 了 这 两 条 前 提 ， 我 们 获得 的 结论 是 命题 
Vx E€@A(x) 
KURA, MEEME), WR RNR ET =o, 
而 不 是 oE7.。 初 学 者 容易 出 现 上 述 列 举 的 错误 ， 应 慎重 理解 有 关 
概念 。 


§2 传递 集合 


定义 2.5 ”对 于 任 一 集合 s, 如 果 它 的 每 一 元 的 任 一 元 都 是 * 自 
身 的 一 个 元 ， 即 


Va YXEYANYES>XES) (2.10) 
就 称 集合 :是 传递 的 。 
定理 2.4 ”集合 是 传递 的 ， 当 上 且 仅 当 
UsCs, (2.11) 
定理 2.5 ”集合 s 的 传递 性 与 下 述 任 一 条 件 都 是 等 价 的 : 
C1) VxEs(xCs); (2.12) 
(2) sc P(s). (2.13) 


例 1.1 BSS MSM IFE-PRERA- BHAA 
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{DELO ELS {Shh}, 
ELSEID, HDH (0, 1, D 也 不 是 一 个 传递 集合 ， 因 为 
4E5E 40,1,5,},， 而 4 {10,1,5}。 
定理 2.6 对 于 任意 传递 集合 %*， 有 
Ux =x. 
证 明 我们 着 手 计算 U ~， 
Ux = U Ceut*}) 
= Uxu Us} 
= Uxu% 
=x. 
最 后 一 步 由 传递 集合 的 一 个 性 质 UxCx 启 证明. 
定理 2.7 每 一 个 自然 数 都 是 一 个 传递 集合 。 
证 明 用 数学 归纳 法 证 明 ， 我 们 去 组 成 一 个 使 定理 成 立 的 自 
然 数 集合 ， 令 了 = {nl|nE0 且 n 为 传递 集合 }。 
显 见 ，0ET， 如 果 kE7， 则 显然 有 hr CT, AA, HH, 
Uk =k, kCk*, 
从 而 U(k*) CR’. 
Auk, TERIA, hE =o. 
定理 2.8 Vry y(xCoh\ yCo->(a'= y*>x=¥)). 
证 明 如果 对 于 @ 中 的 m% 和 nw, 有 rm =n, WU Gn) =U"). 
但 是 ， 由 于 m 和 ww 是 传递 集合 ， 那 么 出 定理 2.6， 有 U On) = 二 mm 和 
Un =n. Ak, m=n 
显然 ， 定 理 2.8 就 是 皮 阿 诺 公理 〈2) ， 这 里 又 给 出 了 它 的 一 
个 证 明 方 法 ， 
定理 2.9 集合 0 为 一 个 传递 集合 ， 
证 明 我 们 要 证 明 YnE0(nC8), 令 
T=(n|necohnco}, 
我 们 必须 证 明 人 是 归纳 的 ， 显 然 ，0E 工 ,如果 &ET， 则 由 了 的 定 
X, RNA 
{k} caAkCa, 


FHRAU{R}Co, Rik EIER CT. Wi, TRIAS AT =o, 
再 由 的 定义 ， 结 论 成 立 。 
传递 集合 是 一 类 很 重要 的 集合 ， 本 书 中 我 们 还 要 多 次 论 及 
它 和 使 用 它 ， 因 此 ， 我 们 列举 并 证 明 它 的 几 条 一 般 性 质 。 
定理 2.10 若 * 为 一 传递 集合 ， 则 %' 是 一 个 传递 集合 。 
证 明 因为 对 于 任意 的 集合 y，z， 我 们 有 
yeu ~yeaV y=%, 
yea NE yr EyAyewnV (2E yA y=x) 
zn". 
定理 2.11 著 * 是 一 传递 集合 ， 虽 .到 (*) 是 一 传递 集合 。 
证 明 因为 对 于 任意 的 集合 y，2 RNA: 
ZEVAVE D(a) >E yAyCR 
2x 
>z% 
>E Pa). 
定理 2.12 EP) 是 一 传递 集合 ， 则 x 是 一 传递 集合， 
证 明 As) 的 传递 性 和 (2.11), RINA: 
UPTP). 
KAA, WJ., FUPMW)=x, HY, RTR: 
XCD). 
这 样 ， 由 (2.13) ,x 是 传递 的 。 
定理 2.13 着 是 一 个 传递 集合 , 则 U x 也 是 一 个 传递 RA. 
EA 设 s 为 任 一 集合 ， 我 们 有 ， 
zEy Ay EUx>zEy AI GExAyEh 
>z E yA y Ex) 
>zEyAyEx 
ze Ux. 
注 记 2.2 在 上 述 证 明 中 我 们 曾 使 用 了 ， 
Styexumyex, 
这 里 31 的 辖 域 中 yEx 不 出 现 1， 我 们 可 以 变换 为 yEx 信 1=!， 因 
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WHA yCaAt=1), Hav Cre AB, 故 可 能 yEx 和 
f(t=f) Matt=1) ABA, Myr, MRE, AY 
As 
Sty Eades yExAt=t) 

<> y EAI =t) 

> yen, 
这 些 步 骤 都 是 谓词 逻辑 中 的 推演 定律 。 我 们 将 在 第 六 章 中 概述 谓 
WEA WAKER. 

定理 2.14 如果 集合 * 的 每 一 元 素 都 是 传递 集合 ， 则 U# 是 一 
传递 集合 。 

证 明 ”我们 仅 需 证 明 ， 对 于 任意 的 集合 y，% 当 zEy 且 
ye Ux 成 立时 ,就 一 定 有 2zE UZ, 根据 y€ Us 的 定义 ,我 们 有 集 
合 t， 使 得 yE1 目 1€ 7x 成 立 , 由 题 设 ，t 是 传递 集合 ,因此 ,由 Et 
和 zE y， 获 得 2 Ef。 再 由 1 Ex 和 sz Et， 获 得 2E Un. 这 就 完成 了 定 
BEANIE AA. 


§ 3 自然 数 集合 的 三 岐 性 


自然 数 是 一 种 特殊 的 集合 ,由 式 (2,1) 及 《2,2)， 我 们 可 获 
得 ; 
0€3, 163, 2€3, 0€2, 168, 8C12.9%, 并 卫 由 于 这 
样 的 条 件 ， 我 们 引进 一 个 新 的 定义 。 
定义 2.6 Rn, moo, MRn<m, Wi 
nem. 
这 样 ， 我 们 不 仅 把 自然 数 作 特殊 的 集合 进行 了 处 理 ， 而 且 也 
建立 了 它们 的 顺序 。 
定理 2.15 任意 %n，#E0， 下 述 三 式 怡 有 一 个 成 立 : 
NEm, n=m, mEn, (2.14) 
亦 即 ， NCM, =m, MIN (2.15) 
中 必 有 一 个 成 立 
满足 2.14) 的 称 为 E 三 野性 ， 定 理 2.14 断定 9 有 E Hk 
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性 ， 由 @ 的 传递 性 ， 从 而 断定 每 一 自然 数 都 有 0 SBP. 

证 明 首先 ， 式 2.14 中 三 个 式 子 至 少 有 一 个 成 立 ,为 

此 ， 我 们 使 用 数学 归纳 法 ， 令 
T={n|nEo\VmCalmenVm=nVnEm)}. 
(2.16) 

我 们 必须 证 明 0 ET， 亦 即 证 明 

YmEalmEO0Vm=0V0 Em) (2.17) 
成 立 ， 令 公式 AC) 为 mE0Vm=0V0Em。 我 们 对 Alm) 再 作 
一 次 归纳 方法 (注意 ,这 是 归纳 方法 中 的 归纳 方法 )。 显然 A(0) 成 
立 ， 因 为 我 们 总 有 0 一 0， 其 次 对 任 一 # Co, BO=RVOER, M 
MAER, MARTE BARAK), 这 样式 (2,17) 成 
MWe 

PLE RCT, BBR ACT, BRUM FER mco, B 

A 
mEkVm=kVk Em. (2.18) 
thon CAAT Ckt, Fam=k, BmEk, M4 Em 时， 可 得 
kt €m\Vk' =m, KEEA (2.18) 的 每 一 情况 下 我 们 都 有 : 
mEh*\V/m=kht\VR* Em, (2.19) 
IMER ET. AFHL k, BERET, MAR ET, PHY 
T=0, 

其 次 ， 我 们 证 明 式 (2.14) 中 三 个 式 子 至 多 有 一 个 成 立 . 由 于 @ 
的 传递 性 ， 不 管 式 (2.14 中 那 两 个 式 子 成 立 ， 都 会 获得 与 存在 
极 小 元 原则 相 矛 盾 .不 失 一 般 性 ， 令 mE€% 且 mn 一 m， 显 然 ， 由 此 可 
RA, mem, MIX RAAT REA. 

综 上 ， 自 然 数 有 三 歧 性 和 传递 性 ，@ 也 有 三 歧 性 和 传递 性 ， 
这 样 ， 这 两 点 是 它们 的 共性 ， 这 一 共性 启发 我 们 可 以 推广 自然 数 
的 概念 。 
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§ 4 序数 的 定义 

定义 2.7 

C1) 0 是 序数 

C2) 若 4 是 一 序数 ， 则 a+ 是 一 序数 ， 

(3) 车 s 是 序数 的 一 集合 〈 邑 s 的 元 都 是 序数 )， 则 Us 是 
一 序数 ， 

(4) 任 一 序数 都 是 经 〈1 ) 一 ( 3) 获得 的 。 

定理 2.16 每 一 自然 数 都 是 序数 ， 并 且 @ 是 一 序数 ， 

证 明 每 一 自然 数 都 是 一 序数 ， 这 是 由 定义 2,3 与 2.7 直接 
获得 的 ,现在 证 明 o 是 一 序数 ,由 @ 的 传递 性 , 据 式 (2,11) 我 们 有 

loca, (2.20) 
另 一 方面 ， 对 于 任 一 *， 我 们 有 
gE @—> x Ext Art Cao—>xE Ua, 

所 以 ac Yo, (2.21) 

因此 ， 由 式 2.20 ，(2,21) 和 外 延 原则 ， 我 们 有 o= Ua. 
因为 2 是 序数 的 一 集合 ， 所 以 U@ 是 序数 , 即 @ 是 一 序数 ， 

由 定理 2 .15 和 定义 2.7， 我 们 获得 

@+1==@+，@+2=@++， 都 是 序数 .并 且 , 一 般 地 ， 我 们 有 ， 

定理 2.17 ”对 于 任 一 自然 数 w，o+% 是 一 序数 。 

定义 2,8 @+o=U{0+n|nEo}. 

定理 2.18 0% +@ 是 一 序数 ， 

证 明 ”首先 证 明 {o +%l2Eoi 是 一 集合 , 令 F={<n，@ +n)| 
MEO} ,不 难 验证 五 是 类 函数 ， 交 且 有 

ran( FF} @)=={a+n|n E0}. (2.22) 

HRI, fo+n|nCOR—-KA, APFUNUCRREE 
数 ， 据 定义 2.7(3) 和 定义 2.8， 就 有 wo+o 是 一 序数 ， 

依照 上 述 过 程 ， 我 们 有 序数，@+@O+1，@+O+2， vee ， 
以 至 得 到 @+o+o, HH 4O-2=0+0, O3=a+a+0, MLE 
BH %Eo， 可 以 得 到 @*%， 并 且 令 


o= U {on)n Cay. (2.23) 

仿 定理 2,18 可 证 明 ovo 是 一 序数 .并 且 令 双 = oo, 这 一 过 程 

可 以 一 直 进 行 下 去 ， 获 得 相当 复杂 的 序数 .例如 oO, of STEER 

Hunca, Hor, Amo”, o" 等 等 都 是 序数 ， 还 可 获得 更 
复杂 的 序数 。 


$5 序数 的 传递 性 与 三 野性 


定理 2.19 任 一 序数 都 是 集合 ， 

IA 施 归纳 于 序数 的 定义 〈 即 定义 2.3) .序数 是 0 ( 即 空 集 
合 ) 经 取 后 继 运算 和 集合 的 并 运算 获得 的 ， 任 意 集 合 经 过 这 两 个 
运算 之 后 ， 仍 然 是 集合 ， 所 以 ， 任 一 序数 都 是 一 集合 . 

定理 2.20 任 一 序数 都 是 一 传递 集合 ， 

证 明 由 定理 2.10 与 2.14， 仿 定理 2.19 的 证 明 施 归纳 于 序数 
的 定义 ， 即 得 欲 证 结果 。 

定义 2.9 对 于 任意 的 集合 s， 如 果 它 满足 条 件 ， 

VxEsv yEs(v€ yV A= yV vex) (2.24) 
Bowe, Wisk CBN (或 称 s 是 € 线 序 的 ) 。 

定理 ?2.15 中 讨论 了 o 的 三 歧 性 ， 其 实 这 一 定义 是 可 以 推广 至 
任何 集合 的 ,这 样 ， 我 们 可 以 有 下 述 定义 。 

定义 2,10 对 于 任意 的 集合 s， 如 果 它 满足 条 件 ， 对 于 任意 
的 x, ys, 三 个 公式 

xEY, YY 一 YY YER (2.25) 
中 恰 有 一 个 成 立时 ， 则 称 s 有 三 歧 性 。 

显然 ， 一 集合 的 三 歧 性 要 求 比 € 连 接 更 强 一 些 ,后 者 要 求 式 
(2。25) 中 三 式 至 少 有 一 个 成 立 就 可 以 了 ， 前 者 除 此 之 外 ， 还 有 
不 能 二 式 或 三 式 周 时 成 立 ， 下 一 定理 说 明 ， 在 存在 极 小 元 原则 之 
下 ， 二 者 是 等 价 的 ， 

定理 ?2,21 在 在 在 极 小 元 原则 之 下 ， 我 们 有 ， 任 一 集合 s, 若 
SHE CHEN, Ws 有 三 上 野性 ， 

证 明 ”由 假定 ， 对 于 任意 的 yEs BA 
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xEvVe=yV vex (2.26) 
成 立 。 我 们 只 需 证 明 上 述 式 子 中 至 多 有 一 个 成 立 ， 因 为 车 (1) 
xEy 和 x==y 同时 成 立 ， 则 有 %Ex， 这 与 定理 1.23 MPR. 若 
(2)4 二 y 且 yEx 成 立 ， 同 样 有 xEx， 若 (3)xEy 且 yE% 闻 时 成 
立 , 这 与 定理 1,24 HAP. RAKE Ra 
在 定理 2.15 中 ， 我 们 已 经 证 明了 每 一 自然 数 和 序数 名 都 有 E 
三 歧 性 ， 从 而 它们 都 是 €E 连 接 的 ， 下 边 ， 我 们 要 证 明 每 一 序数 都 
有 这 一 性 质 。 为 了 证 明 下 述 定理 ， 我 们 先 引进 序数 集合 的 两 个 概 
念 ,序数 的 集合 s 叫 做 有 最 大 元 的 ， 如 果 在 s 中 有 一 元 %， 使 得 
VBEs (B#e->B<a) 
成 立 ， 这 时 称 c 为 ?的 最 大 元 . 当 s 中 没有 最 大 元 时 ,就 称 s 是 无 最 大 
元 的 。 
定理 2,22 ” 任 一 序数 都 是 € 连接 的 。 
证 明 ”我 们 仅 需 证 明定 义 2.7(2 ) 与 (3 ) 构 造 序数 的 保持 三 
岐 性 ,为 此 ， 仅 需 证 明 如 下 : 
(1) 任 一 集合 ， 营 s 是 连接 的 ， 则 s+ 仍然 是 连接 的 . 由 
后 继 的 定义 这 是 显然 的 ， 这 里 证 明 从 略 ， 
C2) 仅 需 证 明 ， 当 s 为 一 E 连 接 的 且 无 最 大 元 的 序数 集合 
的 情形 〈 当 5 为 其 它 情 形 时 ， 欲 证 结果 是 显然 的 ) 。 事实 上 ， 对 于 
此 情形 来 说 ， 因 为 ， 若 x*€ Us，yE€ Us， 由 Us 的 定义 ， 则 有 
xEa BR aes 
yEB H Bes. 
又 由 于 s 的 条 件 ， 我 们 有 
caEpVo=pVvVp68co， 
当 CE8 时 ， 由 8 的 传递 性 ， 有 
xE, yEB, 
并 且 ， 因 为 6< Us， 据 归纳 假设 ， 有 
vey Vae=yVyex. 
也 就 是 说 ， 由 a C BBN AEA RRE. 4A Com e= Af, A 
E, DARILBGR ML. 
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综 上 ， 我 们 就 完成 了 定理 2。22 的 证 明 。 

注 记 2.3 由 定理 2.21 与 2.22, 我 们 获得 任意 的 序数 < 都 有 E 
三 歧 性 。 

2122.4 ”由 定理 2,.19， 任 一 序数 都 是 一 集合 ， 由 定理 2. 20 
任 一 序数 都 是 传递 集合 ， 由 定理 2,.22 任 一 序数 都 是 CE 连接 的 , 也 
就 是 说 ， 一 序数 是 具有 传递 的 和 C 连接 的 一 集合 , 早 在 1925 年 ， 
HRES (von Neumann) 曾 把 序数 定义 为 具有 E 三 歧 性 的 传 
递 集 合 . 也 就 是 说 ， 我 们 在 定义 2,3 中 定义 的 序数 都 是 汉 : 诺 意 曼 
意义 下 的 序数 ， 反 之 ， 是 否 任 一 汉 " 诺 意 曼 意 义 下 的 序数 都 是 我 
们 的 序数 呢 ? 

定理 2.25 对 于 任意 的 集合 x， 车 x 是 传递 的 `.E 连接 的 ， 则 
Y 是 一 序数 。 

证 明 假定 定理 不 成 立 ， 也 就 是 说 ， 有 一 集合 x， 它 是 传 递 
HW. CHR, Ax 不 是 定义 2.7 意 义 下 的 -序数 , 令 

s 二 {y|yEx+ 八 y 是 传递 的 、E 连接 的 并 有 昌 y 不 是 一 序数 } 
由 子 集合 分 离 原 则 ，s 是 一 集合 ， 且 YEs. 即 * 是 一 不 空 的 集合 ， 
由 极 小 元 存在 原则 ， 有 一 AxuoCsHaNs=O. BR, xo#0. 
RE, Wo CHEM, DA 

C1) VyEmadzex (YEL), 

(2) AvyemV2 Ze yVz=y) 
二 考 之 一 成 立 。 

% C2) 成 立时 ,就 有 xo= yt. 由 % 的 最 小 性 ，?y 是 一 序数 ， 
从 而 获得 % 是 一 序数 ,这 就 矛盾 于 yo 的 选择 ， 

4 CG) 成 立时 ， 对 于 任 一 Ex， 有 Exo， 使 得 yEGz， 因 
此 ， 有 yyEUxo， 这 样 有 %C U xo B Ah, Hetit, AU rol x0, 
因此 wo= U vo H vo 的 选择 ， 集 合 we 的 元 素 都 是 序数 . 因此 ， 由 
定义 2.7(3)，x%o 也 是 一 序数 ， 这 就 又 矛盾 于 v 的 选择 ， 

综 上 ， 我 们 完成 了 欲 证 的 结果 ， 

定理 2.23 断定 冯 ' 诺 意 曼 意义 下 的 序数 也 是 由 定义 2,7 所 给 
出 的 序数 ， 这 就 说 明了 上 述 序数 的 两 个 定义 是 等 价 的 ， 因 此 ， 对 
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于 任 一 集合 * 只 证 明 它 是 传递 的 且 E 连 接 的 ， 也 就 证 明了 * 是 一 序 
数 , 今 后， 我 们 令 On(x) 为 公式 
VyVelec YN yexrz Em AV YEXNVIES 
(yEzVy=2zVzE y), 
这 样 ， 我 们 可 以 立即 获得 以 下 定理 ， 

定理 2,24 任 一 集合 %，x 是 一 序数 当 且 仅 当 On(x) 成 立 。 

我 们 也 可 以 令 0n = {x10n(%x)}。 

定理 4.25 ”On 是 一 真 类 ， 换 句 话说 ，On 不 是 一 集合 ， 

证 明 ”我们 假定 On 是 一 集合 ,我 们 不 难 验证 On 具有 传递 性 与 
E 连 接 性 .那么 on 是 一 序数 ， 从 而 我 们 有 OnEOn， 这 与 定理 1.23 
. 相 了 矛盾 ,也 就 是 说 ，On 不 能 是 一 集合 。 

On 不 是 一 集合 也 说 明峰 括 原则 对 于 集合 不 能 成 立 ， 因 为 ， 
否则 由 它 的 定义 就 获得 On 是 一 集合 ， 并 且 因 为 On 是 一 序数 ， 由 
序数 对 后 继 的 封闭 性 可 得 ，On’ = Onu {On} 也 是 一 序数 ， 从 而 我 
们 有 ，On€ On',. 然 而， 又 因为 On 是 由 所 有 序数 所 组 成 的 集合 ， 
因此 又 有 On- EOn, 这 与 序数 的 基本 性 质 相 了 矛盾 。 这 就 是 布 拉 里 - 
mg (Burali-Forti) Rit, Cit E-i BT 1897 HAH 
的 .其实 康 托 (Cantor) 在 1895 年 就 已 经 发 现 了 它 。 这 - 悖 论 已 说 
明 概 括 原则 对 集合 是 不 能 一 般 地 成 立 的， 然而 出 于 序数 理论 较 专 
门 ， 并 没有 及 时 引起 人 们 的 注意 ， 罗 素 (Russell) Hit, EM 
集合 的 基本 概念 出 发 ， 得 出 悖 论 ， 因 而 震动 很 大 ， 

今后 ， 我 们 常用 On(x) 或 %E On 表示 x 为 一 序数 ， 并 且 为 了 书 
写 方便 ， 我 们 常用 希腊 小 写字 母 c，B8，? 或 加 下 标 表示 序数 ， 也 
使 用 下 述 记 法 ; 

zeA) 表示 3x(On(x) 八 A(x))， (2.27) 
YaAta) 表示 Vs(On(x) 了 A(%))， (2.28) 
其 中 4(w) 为 任 一 公式 ， 并 且 x 在 其 中 自由 出 现 。 


$6 序数 的 性 质 
定义 2,10 ”一 序数 a 叫做 后 继 的 ， 如 果 存 在 一 序数 8， 使 得 4 
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一 ,一 序数 xc 叫做 极限 序数 ， 如 果 它 不 为 0 及 不 是 后 继 序 数 ， 
定义 2.10 把 序数 区 分 为 三 类 ，0， 后 继 序 数 和 极限 序数 ,出 定 
理 2,3， 所 有 非 0 的 自然 数 都 是 后 继 序 数 ， 由 上 节 可 知 %*，@** 等 
等 均 是 后 继 序 数 ， 那 么 ， 极 限 序 数 是 否 存 在 呢 ? 
定理 2.26 oo 是 一 个 极 跟 序数 . 
证 明 假定 它 是 一 后 继 序 数 ， 即 有 一 序数 8， 使 得 b=B1。 由 
之 BEwm， 由 定理 2,1 及 0% 的 定义 ， 有 8 是 一 自然 数 ， 所 以 Br o) 
也 是 一 自然 数 ， 而 这 是 不 可 能 的 ， 
今后 ,为 简便 ,我们 令 Succes) BAR x 为 一 后 继 序 数 ,lim(x) 
表示 % 为 一 极限 序数 . 亦 即 ， 我 们 定义 ， 
Succ(@) = APE a(e=fy {8}), (2.29) 
lim(@) = VW BE aad E€a(BEd). (2.30) 
定义 2.11 对 于 一 集合 s， 如 果 有 一 公式 A(x)， 使 用 A(s) 
与 31xA(x) 成 立时 ， 则 称 集合 s 是 公式 A(x) 引入 的 ， 并 称 s Æ 
可 由 公式 引入 的 。 
由 之 ，o 是 可 由 公式 引入 的 ， 并 且 从 定理 4,16 的 证 明 中 ， 我 
们 可 以 获得 ，@ 还 是 一 个 最 小 的 无 穷 序数 ， 定 义 它 的 公式 是 ， 
Onw) Alima A rA OAV yE x(y# O—+Succly)). 
我 们 把 上 述 公 式 记 作 Fli(x)， 那 么 我 们 有 ， 
x= O<—>Fli(%). (2.31) 
定义 2.1]2 Sx 是 一 序数 集合 ， 芭 x*COn， 若 有 序数 a ， 使 
得 对 任意 有 ， 
BC x->Bca, 
我 们 称 满 足 这 一 条 件 的 最 小 的 序数 “为 % 的 最 小 上 界 ， 并 记 作 
Supx， 其 中 68<o 指 BEw。 今后 ,对 于 任意 的 序数 w,8 ,我们 总 是 用 
B<a fein Bea, MBa 标记 8<aVB=a, HRE, BRETO 
与 8 的 次 序 关系 ,并 且 称 8 小 于 o， 就 意味 着 6<e 或 6Ew， 
不 空 的 序数 集合 x 的 最 小 元 总 是 存在 的 ， 下 述 定理 证 明了 x 的 
最 小 元 恰好 是 集合 们 %。 
定理 2.27 车 % 关 训 且 xCOn， 则 nxY 也 是 一 序数 ,并 且 Ox 
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是 x 中 的 最 小 序数 . 

证 明 ”我 们 需 证 明 三 点 ， 第 一 ， 作 * 是 一 集合 , 这 是 显然 的 ， 
B, Ox 是 传递 的 , 即 对 于 任意 的 y，z， 车 z 蕊 y 且 yx， 则 
zE Nx AA 

ze yy Nv >2E yAVulue xy Eu) 
>z E yA Vul mae xd V y Eu) 
Vuze yACrAMHE DV yEu)) 
Yul E vA mew) VE yAy EW) 
>Vul2e yA "HERVEIEW 
> Vuze y V2EW) A 
(Iu€E%) Vz€u)) 
> Vulue x>z€ 4) 
>E (\%, 
所 以 ，zE 由 x， 这 就 证 明了 nx 是 传递 的 .第 三 ， 我 们 证 明 站 x 是 
E 连接 前 ， 亦 即 任意 y，xEnx，， 必 有 : 
yerVy=2Vz€y 
成 立 ， 因 为 它们 属于 站 x， 它 们 必须 属于 x 的 元 ， 所 以 上 式 显 然 成 
We. 这样， 们 x 是 一 序数 ,由 作 x 的 定义 ， 对 于 任 一 《€ x, Neca, 
并 且 由 存在 极 小 元 原则 ，% 不 空 , 必 有 最 小 的 集合 Cranes 
D.A Na, EZ, AAH CNS, ETR MABE. 而 
BG nx， 可 是 对 于 所 有 eEx% 有 8Eo, 因 此 ， 有 8E nx 这 就 产生 
了 一 个 矛盾 ,从 而 有 们 x 二 a， 

定理 2.28 ”对 于 任意 序数 8， 不 存在 4*， 使 得 68<a<8+， 其 中 
B<a，a<<B! 分 别 指 BEa,，a&€B*。 

这 是 显然 的 ， 

定义 2.13 任 一 序数 a， 它 的 B 节 或 B 前 节 Sec(8)= {YI?< 
B}， 其 中 Be (BB<anmB=e). 

定理 2.29” 任 一 序数 e 的 任何 前 节 都 是 一 序数 ， 

这 也 是 显然 的 。 由 此 机 以 获得 ， 任 一 传递 的 序数 集合 都 是 一 
序数 ,如 下 定理 显然 成 并 。 


定理 2.30 NFER Be, b BHA 

(1) «€fp-aec,f, 

(2) ax<B>acg, 

定义 2.14 ”对 于 序数 的 任 一 集合 s， 和 一 个 序数 cE s, 如 果 满 
足 条 件 

VBEs(BEe\ B=a@) (2.32) 

时 ， 则 我 们 称 c 是 s 的 一 个 最 大 元 ， 

定义 2.15 ”对 于 序数 的 任 一 集合 s， 如 果 存 在 c, 使 得 & 是 s 的 
最 大 元 ， 则 我 们 称 s 是 有 最 大 元 的 。 

定义 2.16 对 于 序数 的 任 一 集合 s， 如 果 满 足 条 件 

VaoEs3a8cEsS EB), (2.33) 

则 我 们 称 s 是 无 最 大 元 的 或 称 s 是 无 终端 的 序数 集合 ， 

定理 2.51 对 于 序数 的 任意 集合 s, 如 果 序数 a 是 s 的 最 大 元 
Ko WRN 

Us=ea, (2.34) 

证 明 对 于 任 一 *， 若 xE Us, Hk, ABE oC BABES. 
由 式 {(2.24), 有 8E ac。 并 且 由 定理 2.20，x 是 传递 的 ， 就 有 * Ce. 
这 就 证 明了 Usco， f 

对 于 任 一 *， 若 *Ew， 由 题 设 cEs， 故 xE Us。 因 此 ， 就 有 
acus. 

综 上 ， 由 外 延性 原则 就 有 式 (2.34) 成 立 ， 

定理 2.32 ”对 于 任 一 序数 集合 ;， 如 果 s 是 无 最 大 元 的 ， 且 s 
坟 人 好 ， 则 序数 Us 是 一 极限 序数 ， 

证 明 由 s 取 名 ， 且 s 中 元 最 大 元 ， 有 Us#0. 假 定 Us 是 一 后 
继 序 数 , 即 有 一 序数 使 得 Us=Q+。 因 此 ， 有 QE Us， 所 以 有 一 
序数 8， 使 得 a EB 日 BCs. AW s 中 无 最 大 元 ， 据 式 (2.33), A 
一 序数 B1€ s 使 PE pi , 另 一 方面 ， 由 cE8， 有 扩 E8 或 对 一 8， 由 
Z, EB, E Us 这 与 Us= 喧 相 矛 盾 . 因 此 ， 和 欲 证 结果 成 立 。 

对 于 任意 的 集合 xU On，Supx 总 是 存在 的 ， 并 且 我 们 有 
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Us ”， 当 x 中 不 存在 最 大 元 时 ， 
(Us), HEH. 

定理 ?2.353 一 序数 ga 是 自然 数 ， 当 且 仅 当 & 的 每 一 不 空子 集合 
都 有 一 个 最 大 元 素 。 

证 明 C1) 当 % 为 自然 数 时 , 它 的 最 大 元 素 为 自然 数 c- 1， 
它 的 任 一 不 空子 集合 ， 都 是 由 小 于 的 一 些 元素 组 成 ,对 于 它 的 鲜 
一 不 空子 集合 *, 我 们 可 以 从 4a- 1，&- 2，… 依 次 逐一 检查 它们 是 
否 在 ;中 ， 并 且 在 依次 逐一 检查 中 第 一 个 找到 在 s 中 的 自然 数 就 是 
它 的 最 大 元 。 

(2) MEW: PER e 的 每 一 不 空子 集合 都 有 一 个 最 大 元 
素 ， 则 序数 是 一 自然 数 ， 

ATEREAK, LHI, Ach BARR. GEO 的 一 子 
集合 ， 它 没有 最 大 元 

若 c 不 是 -- 自 然 数 ， 故 o 生 xc, 并 且 @ 是 c 的 一 子 集合 ，@ 没有 最 
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大 元 、 
定理 2.54 对 于 任意 两 个 序数 w，8， 若 有 oC+8， 则 有 =E 8， 
证 明 由 定理 2.21 与 2.22， 下 述 三 式 

aE, a=f, REG 
Hie Ap pein. He=—s8, HEC KS ec ,B86 相 矛盾 , 若 8Ea， 
由 于 B& 8， 则 它 与 前 提 cC AHF Sb, DHEA. RMA 
到 了 和 欲 证 结果 ， 

注 记 2.5 由 定理 2.30 与 ?3.34, 对 于 任意 的 序数 c，8， 我 们 有 

(1) a@€p<—-ac pac Bea <B, 

(2) @e<B<—-acs, 

定理 2,35 ”如 果 s 是 序数 的 一 集合 ， 则 s 具 有 三 歧 性 ， 

证 明 ”对 于 s 中 任意 元 5?，B， 因 为 4。，8 是 序数 ， 所 以 a+，B* 
以 及 UU fet ,B+} 均 为 序数 ,并 且 有 2 € U {e*,B*}，BE U ie ,B*}, 
据 定 理 2,21 与 2,.22， 序 数 U {c+ ,B+*} 有 三 上 赎 性 ， 从 而 我 们 有 

aes, a=B, BEa 
三 式 中 怡 有 一 个 成 立 , 这 就 完成 了 s 具 有 三 鼓 性 的 证 明 ， 
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下 述 定 理 实质 上 给 出 了 序数 的 另 一 定义 。 

定理 2.36 假定 % 是 一 集合 ， 那 么 ，x 是 序数 当 且 仅 当 下 述 两 
个 条 件 同 时 成 立 : 

Ci) xY 是 传递 的 ， 

C2) x 的 每 一 元 都 是 传递 的 。 

WER iE (>). 

(1) # 是 传递 的 ， 因 为 每 一 序数 都 是 传递 的 ， 

(2) yExAz€ yr2cy. (2.35) 

Beck. yeu RMR RBM. 42, HEERE 
合 ， 并 假定 zxE yHtez, KM, RNA 

zEyMEzNyEx>zEx MN EzNy Ea 
>Er Ay Ez. (2.36) 

由 % 是 一 序数 ， 故 有 : 1EyVi=yVyEt, 但 是 O) yt, Al 
为 车 yEt 且 由 前 提 中 4Ez 人 xzE y， 可 知 ， 这 与 定理 1.24 矛 盾 ， 
ity EGD f#y, AABt=y, HAAR zc vAy ez, 
这 与 定理 1.24 相 矛盾 。 所 以 必 有 #E y, Alby 是 传递 的 。 

再 证 《一 ) .我 们 可 令 or(x》 表示 一 集合 满足 条 件 (1) 与 〈2) 

现在 来 证 明 ， 车 or(4)， 由 xxEoOn。 


He C1) AY: Vyealyos). (2.37) 
Hh (2) WH VyesVe€yGcy), Kits 
y€aAor(s) orl y). (2.38) 
因为 Ex->yCx， 所 以 任 一 zE 7 就 有 zE x%， 因 此 ，z 传 递 ， 
即 or( y). 
由 o1(x》 时 ，%* 是 传递 的 ， 我 们 有 。 
or(a)AzE yA YE NHEY, (2.39) 


现在 我 们 证 明 ， 当 满足 or(x) 时 ， 对 于 任意 集合 yE%,zE%， 
我 们 有 
yEzVz=yVzEy (2.40) 
成 立 。 为 方便 起 见 ， 令 
Beu, wu iV uatVt€ te 


当 我 们 证 明 式 (2.40) 成 立时 ， 也 就 证 明了 “为 一 序数 ， 为 
此 ， 我 们 用 反 证 法 ， 假 定 
Iu E sA Ex Blu, 有。 (2.41) 
+ By=(ulu€aAdtex IBla,t)}. 
由 式 (2,41)，B! 不 空 ,由 存在 极 小 元 原则 ，B, 中 存在 关于 € 的 极 
小 元 . 令 yEB1 是 B1 的 一 个 €E 极 小 元 ， 并 且 由 式 (2.41) WA 
Bam {t|t ExAN IBl yy!) } 
不 空 ， 令 z 是 B: 的 一 个 E 极 小 元 ， 所 以 我 们 有 


“IB(y ,2) (2.42) 
成 立 。 


对 于 如 上 的 y，g， 我 们 先 证 *C y， 因 为 任 一 vez, 由 式 
(2.38)， 我 们 有 


“uC z-or(s). 
WB yu) BH (因为 的 极 小 性 ), 亦 即 
yEuVu=yVuEy (2.43) 
HK. 若 yEw， 由 ww€z 和 z 的 传递 性 ， 即 得 y Ex， 由 此 可 得 By， 
z)， 这 与 式 2.42 矛盾 若 4=y， 由 4wEz， 也 可 得 B(y,2)， 
与 式 (2,42) 矛盾 ,因此 ， 由 式 〈2.43) 只 能 获得 «Ey, MUR 
们 有 zxCy。 
其 次 ， 因 为 :Cy 且 IB (y, MAE yz, mHor), 
且 由 y 的 选择 ， 有 BCt,z) K. NAHE KRAMA: EV 
一 1 但 上 E y， 因 此 就 有 z€ y, WABO, 真 ， 这 就 与 式 (2.42) 
相 矛 盾 。 因此， 我 们 就 获得 式 〈2.41) 不成立。 亦 即 式 〈2,40) 
总 是 成 立 的 ， 也 就 是 说 ， 由 or(%) 得 到 了 Ont%x)， 即 % 是 一 序数 ， 
2122.6 ”由 定理 2.36， 我 们 有 了 序数 的 第 三 个 定义 ,这 就 是 
一 序数 是 一 传递 集合 并 且 它 的 每 一 元 素 都 是 传递 的 ， 
序数 还 有 许多 重要 性 质 ， 我 们 将 在 下 两 节 :， 超 穷 归 纳 法 ， 序 
数 的 运算 以 及 其 它 章节 进一步 论 及 它们 ， 
§7 超 穷 归 纳 法 
我 们 已 经 讨论 了 自然 数 集合 的 归纳 原则 ， 把 自然 数 推广 到 序 
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数 ， 我 们 就 获得 超 穷 归纳 法 。 为 了 讨论 这 种 超 穷 归纳 原则 ， 首 先 
讨论 两 个 预备 性 结果 . 

定理 2.37 (最 小 序数 存 存 定理) 对 于 任意 的 性 质 A), WE 
3c4(e)， 那 么 存在 一 最 小 的 序数 w 使 得 4(a) 成立. 

证 明 由 304(&) 成 立 ， 我 们 设 co 使 得 AG) 成 立 ， 由 于 集 
合 分 离 原 则 我 们 令 S 是 如 下 的 序数 集合 

S={ala€atAA(a)}, 
可 知 xcoE s， 故 s 为 非 空 序数 集合 ， 由 定理 2.27 序 数 门 s 就 是 我 们 欲 
求 的 最 小 序数 . 
MER MARA) 来 说 ， 我 们 令 
C= (a|A(a)}. 

显然 CCOn， 它 是 序数 的 类 ， 由 此 ， 我 们 立刻 得 到 

定理 2.38 设 CCOn， 车 C AS, WHR) Be, EB 
acC. 

现在 ， 我 们 来 讨论 超 穷 归纳 法 。 

定理 2.59 ( 超 穷 归纳 法 ) 对 于 任意 的 性 质 Aa), RA: 

I 4(0) 人 Vae(4(c)->4G0)) NVallim(a)A VBEaA(B) 
> A(a))-+VaAte). 

I Va(WBEaA(B)->A(a))->VaA(e), 

ERIMI CREB, | 是 说 ，4(0) 成 立 ， 对 任意 
后 继 序 数 c+， 可 由 w+ 的 前 驱 c 时 的 命题 4(e) 成 立 ， 推 导出 4(c+) 
成 立 ， 并 且 对 任意 极限 序数 4 而 言 ， 由 所 有 小 于 ce 的 8 都 有 命题 4 
(8) 上 成立， 就 能 推导 出 4(4) 也 成 立 ， 这 时 我 们 就 能 够 获得 对 一 
切 序数 4 而 言 ，4(4) WRU. LER HEFE, HI 
以 由 所 有 小 于 oe 的 8 都 有 AO 成 立 ， 就 能 推导 出 4(a》 成 立 ， 这 
时 ， 我 们 就 获得 了 对 一 切 ¢ 而 言 ，4(0》 成 立 , 这 里 当然 包括 4(0) 
成 立 ， 因 为 无 序数 小 于 0， 因 此 可 以 认为 

“a<io-A(a)” 
成 立 ， 它 的 前 提 “e<0? 是 假 的 ， 故 4(0) 成 立 。 形 式 工 的 前 提 比 
形式 下 的 前 提 陈 述 得 更 细 一 些 ， 我 们 仅 需 证 明 卫 。 
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证 明 假定 定理 不 成 立 ， 即 有 序数 &, 使 得 ”4(c) 成 立 . 由 定 
理 2,37 就 有 最 小 的 序数 w 使 得 TARE Al, 4B<@,, ACB? 
都 成 立 。 这样 ， 由 归纳 前 提 即 得 到 4(wr) temic, FE. ese 
说 ， 对 一 切 c，4(c) 成 立 。 

还 可 换 一 种 形式 来 陈述 这 一 定理 ， 即 ， 

定理 2.40 ”对 于 任意 的 类 CCOn， 我 们 有 ， 

Va(eacC>a€C)-C=O0n. 
我 们 使 用 超 穷 归 纳 法 时 常常 有 些 稍微 变动 的 形式 对 于 
CCOn， 还 可 用 约定 : 
40ECA(Q) 表示 34(4€ECAA(0))， 
VaeCAta) 表示 Vale€E CAla))， 
其 中 C 可 以 是 一 真 类 ， 这 时 “a EC” 就 表示 定义 C 的 公式 的 缩写 ， 
例如 ;定义 C 的 性 质 为 C(x)， 而 C= {4|C(le)} ,这 时 我 们 把 a EC 
看 作 是 C(0), 因 此， 上述 约 定 的 公式 仍 是 我 们 语言 中 的 公式 ,这 时 
超 穷 归纳 法 可 以 是 l 
定理 2.41 对 于 任意 的 序数 类 C 和 公式 AOO 而 言 ,我 们 有 ， 

VÆEC(VBEC(BECNAC Ala) ) -> VaECA(a), 

证 明 若 定 理 不 成 立 ， 即 有 C 中 元 素 2 使 得 A) 不成立， 因 
此 就 有 C 中 最 小 的 元 co，4(co) 不 成 立 。 也 就 是 说 ， VBEC(C8S 
@>A(B)) 成 立 , 这 样 ， 由 归纳 前 提 ， 我 们 就 得 到 了 4(wo) 成 立 。 
Kote MAPA HU, esky SAME. 

也 应 指出 ， 在 归纳 前 提 中 ， 包 含 了 对 于 C 的 最 小 元 OCHA, 
ANC) 成 立 。 

由 上 述 定 理 可 知 ， 在 我 们 证 明 数 学 定理 时 ， 若 欲 证 Vee CA 
(a) 成 立 ， 仅 逢 证 明 ， 对 任意 LEC， 由 “VBEC(B<a->A(B) 成 
立 "可 推导 出 “4(c)》 成 立 ? 就 足够 了 。 这 一 步 是 需要 具体 地 去 证 明 
的 ， 它 不 能 由 归纳 法 一 般 地 获得 ， 它 是 归纳 法 的 前 提 ， 而 不 是 归 
纳 法 的 结论 。 也 就 是 说 对 于 某 些 C 和 某 些 4(%) 而 言 ， 这 个 归纳 
前 提 司 能 是 不 成 立 的 。 
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$3 序数 算术 


在 这 一 节 我 们 讨论 序数 的 运算 〈 加 法 、 乘 法 和 方 赛 ) , 当 我 们 
把 序数 限制 于 自然 数 时 ， 和 通常 的 算术 运算 《加 、 乘 、 窒 ) 相 一 
致 ， 

定义 2.17 对 于 任意 的 序数 ,68,7?， 定 义 

(1) @+0=2a, 

(2) a@+B*=(a+B)*, 

(3) a+v= U (2+8), “4lim(?). 


定理 2.42 
(1)c+p8=cuU(Cc+o) ELR}, 
(2) @+B=ay lea+elc<p) 。 
证 明 ”对 86 施 归纳 进行 之 ， 先 证 《1)。 
B=0， 显 然 成 立 , 当 6 已 成 立时 ， 验 证 8' 时 也 成 立 ， 
auuUte+e) 1e<p } 
=ay U{(@+0)*|C<8}U (@+8)* 
=(a+B)y(at+B)* 
=(a+8)* 
=q + B* 
“4lim(B) 时 ， 不 难看 到 
a+B= Y (e+e) 


=ay U{a+€)*|C<8}. (EMEX 2.17) 
HF (2), RNA: 
ay{at+e|C<p} certs, 
并 且 反 过 来 由 对 8 作 归 纳 法 ， 我 们 有 ， 
Z+p8CeUtz+elc<B)， 
由 此 ， 就 可 获得 我 们 的 欲 证 结果 。 
我 们 给 出 儿 个 例题 ， 
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82.2 at+1=a+0t=a*, 

2.3 O+e=0y(0+l|C<a} 
=(E|C<a} 
=a, 

例 2.4 a+ o=ayU (o+lil<o} 
= core) 


=0 40. 
定义 2.18 对 于 任意 的 序数 c，B8， 如 果 我 们 有 a+ B=B， 就 
称 c 蚌 被 8 吸收 了 。 
a+o=nU{mt+nlm<o}=o, 
定义 2.19 ”二 元 运算 tT 叫做 是 交换 的 ， 如 果 对 于 任意 的 集合 
x, y, WE 
TCs, Y)S=T( y, YX) 。 
一 般 地 说 ， 序 数 加 不 是 交换 的 ， 因 为 
1 +0=0+0*=0+1. 
定义 2,20 ”二 元 运算 rz 叫做 是 左 递 寺 的 ， 如 果 *< y， 对 于 所 
有 的 z， 都 有 
T(%,2)< TC 42)0 
序数 加 法 不 是 左 递增 的 .例如 ，0<1， 但 是 ,我 们 有 0+@= 
1+0, 0+0 +0, 
定理 2,43 ”对 于 任意 前 序数 ,8,y， 我 们 有 
(1) @4+(B+VY)=(A+B) +, 
(2) @+B=at+y7<—>f=?7, 
(3) @+B<at+yv<—->B<y, 
(4) a<pra+7v<pty, 
(5) @+V<B+P>A<B, 
证 明 ; (1) 是 由 定理 2.42(2) 对 ?做 归纳 获得 的 ， 
G+ (P+V)=ay {€ +E|E<B +Y} 
=y {€ +E|E<B}U {a + (B +8)ló<Y } 


=(@+B)yU{(@+B>+d|d6<V } 
=(@+B)y(@at+B) +? 
=(@+8) +?。 

C2) 由 定义 这 是 显然 的 ， 

C3) 我 们 首先 使 用 超 穷 归纳 法 去 证 明 ， 

BOY a+ Beery, 
假定 8<?， 并 且 对 于 所 有 的 O<Y, MH: 
B<o—>a +BLE tÀ. 
如 果 ? 是 一 后 继 数 ，?= 6 +1，8<a. 当 6=8 时 , 欲 证 结果 显 
然 成 立 ， 因 为 : 
c+B<atd<a+r(6+1)=a+y, 
车 7? 是 一 极限 序数 ， 那 么 B68+1<7， 并 且 我 们 有 ， 
@+8<(@+ 8) +1=0+(B +1) 
<Supla+dl6<y } 
一 0 +Y. 
其 次 ， 为 了 证 &+ 8<e+y 一 8<?， 我 们 设 wC+8<a+?, 这 时 
不 可 能 有 8= ?7， 因 为 由 〈2)， 就 得 到 ce +8=a +7Y; 如 果 7<B， 这 
时 我 们 获得 
+r?<o+B, 
与 题 设 相 矛 慎 ， 因 此 ， 册 序数 的 三 歧 性 获得 欲 结果 。 

《4) 归纳 于 7”， 假 定 c< 8 和 64<a+y， 所 以 ， 我 们 有 或 者 
6<a， 因 此 a 之 BB+7， 或 者 对 于 某 一 6 之 7?，6 =& +56, 由 归纳 假 
设 和 (2)， 我 们 有 : 

a@+E<B+l<B+y, 
ASKER LADS RE RR. 

(5) 直接 从 C4) 获得。 

现在 我 们 定义 序数 的 乘法 。 

定义 2.21 对 于 任意 的 序数 c，8，?7， 我 们 有 

(1) a0=0, 

(2) ap8 一 (cp8)+O 


。52 ， 


《3) av= U (a8) 〈 当 ?为 极限 序数 时 )。 


定理 2.44 ”对 于 任意 的 序数 4，h， 我 们 有 ， 
C1) @ B= (aE +al6<P}, 
C2) aB={ael+6(C<BAd<2}. 
证 明 (Ci) 归纳 于 86， 当 8=0 时 ， 显 然 下 一 步 , WS? Ht, 
RNAs 
U {eeg +a|C<B* } 
= U {gt +al(C<h}y eR +a) 
= (a8) y (as +a) 
=(@»ß) +g 
=0 b+, 
当 有 8 为 极限 序数 时 也 是 不 难 证 明 的 ， 
(2) 由 (1)， 我 们 得 ， 当 6<8 和 do<a 时 , al +dEae 
BRZ, Bence, Hd), WHR-C<B, A 
Nae +a, 
RRA Nat RATELE, N= +. HU, AAA 
妇 纳 法 ， 我 们 即 得 欲 证 结果 ， 
定理 2.45 WER He, B, Y, RMA: 
C1) a (B.Y) = (eB) Ys 
C2) ae(B+V)=aeB+aeV; 
(3) @Bcarp<->(BCVAGH#O)s 
C4) eeB=g P> (B=YVa=0); 
(5) acpraryv<Bey,s 
(5) eY <B ya <B. 
证 明 先 证 (2 )， 借 助 于 定理 2.42 M2044, WV iE BA 
法 ,我 们 可 以 获得 欲 证 结果 。 
ae (B +Y) = {al + E(B +Y)AN Lo} 
= {aed +m EE (By{B+6|d<¥}) AN<a} 
= {æ +1|EEBANKE} U 
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{avl+nilE {B+ dld<v} An<a} 
marshy {e° (B +0) + N6<VAN<a} 
mae Bt {B+ (ad +0) AVA N<a} 
maeBy{arB+0(CE {aed +06 YANCE}} 
mae By {ce B +0 |C<avv} 
maeB + acy, 

类 似 地 使 用 定理 2,44 (2) MER (2)， 我 们 可 得 (1)。 

(3) 可 以 使 用 定理 2,44 (D) 去 获得 ， 
B<rNa#0r>aB<oY, 

反 过 来 的 情形 是 直接 获得 的 。 

(4) 可 直接 从 (3) 获 得 ， 

《5》 对 7 做 归纳 法 ， 

(6) 是 (5) 的 一 个 直接 的 推论 。 

注意 ， 对 右边 的 乘法 分 配 律 是 不 成 立 的 。 

下 边 讨论 序数 的 方 宕 概念 。 

定义 2,22 ”对 于 任意 的 序数 <:，B，Y， 我 们 有 ， 

(1) a=}; 

(2) at! =a’ oa, 


(3) a= U ce， 当 ?为 一 极限 序数 时 。 


定理 2,46 #e>do, M 
(1) a2 m1 {e° ra| E<P}s 
C2) afm 1y{a* ro +0|ELBNOLENNLE }e 
证 明 (1) 是 对 8 做 归纳 法 ， 当 它 为 后 继 数 时 ， 
1U U {at sa| E< Bt} = Ly U {et ra| EKB} ya? 
=a’ yaf sa=0f a=’, 
4 B= 0 和 为 一 极限 序数 时 ， 显 然 成 立 。 
关于 〈2)， 首 先 右边 是 左边 的 一 子 集 A, HA, 0e’; 并 
HEEB, ocem, BA 
ated +NLAT eG +a ma’ (6+1) S00 


sgt tiga’, 
反之 ， 左 边 也 是 右边 的 一 子 集合 。 假设?<as， 存 在 一 最 小 
的 CAERE. 由 定义 2,22，&/ 不 是 一 极限 序数 , 若 2 一 0， 则 
a’ =1，7=0 这 时 ， 我 们 已 完成 了 证 明 。 若 不 然 ， 如 一 6+1， 
6<B， 且 0 ?<e'o@， 所 以 有 一 最 小 的 序数 6' 和 存 在 ， 使 得 
Yai sd! .由 定义 2,21，6 是 一 后 继 序 数 , RR o<e, Hatedxy 
<w eate, BERR N, Ercan 再次， 中 一人 
+1BN<e®, Aye’ d+ ncv<eled 4’ ,由 此 可 知 y 一 4 G+ 1。 
例 2.5 8.1=p8 (0+1) 一 8.0+8 一 0+8=8， 
例 2.6 B-2=ß.(1+1)=ß"1 +84, 
特别 地 o-2eat+o, 
例 2.7 Be(2+1)=Be2+B=B+B+B. 
例 2.8 Bra= UiBnlnE om} 
=U{B,B+B, BrB+B,'"}, 
例 2.9 1ea=a, 
例 2,10 2-@= U{2-n|nCa}=a, 
例 2.11 B'=8, B?=B-B, B= P+ B=mBe BB, +, 
$12.12 8 = UB" jn€o}, eR HL, 
1°=1, 2°=@, 30," 
FE 
Vun€a(n?=0), 
o= {onea} . 


39 良 序 关系 与 良 序 集合 


定义 2.25 令 R 为 集合 s 上 的 一 关系 ， 如 果 尽 共有 性 质 
(1) 对 于 任意 给 定 的 YEs，yEs， 下 述 三 个 命题 
aRy, x=y, yRx 
pPhA—PR (RE LAE) 
(2) 对 于 任意 给 定 的 4Es yEsMzEs, RA 


. 6B « 


aRy \ yR:—>sxRz 
成 立 《R 在 s 上 是 传递 的 ); 
则 称 玉 为 集合 s 上 的 线 序 关系 REFER); MRs 上 的 线 序 关 
ARRERA HM: 
(3) 对 于 s 的 任意 的 不 空子 集合 w， 都 有 
3xEuN\ VY yEnu( lyRx) 
R. WERA s 上 的 良 序 关系 .有 时 ， 也 称 满足 上 式 的 那个 4 为 
u PAR AIR. 

由 定义 2.23， 任 一 有 穷 集 合 , 我 们 都 可 以 排 成 一 良 序 集合 ; 任 
意 的 序数 c 也 都 是 可 以 由 关系 E 所 良 序 的 。 为 了 理解 良 序 关系 与 
良 序 集合 的 概念 ,我 们 列举 一 些 良 序 集合 的 例子 ， 为 了 直观 显明 ， 
在 下 述 例子 中 列 出 一 些 序 列 ， 以 序列 先后 的 次 序 表示 元 素 间 的 关 
系 。 

例 2.13 序列 

0, 2, 4, 6 ~ (2.44) 
是 由 偶数 集合 按 从 小 到 大 的 自然 次 序 所 组 成 。 不 难 验 证 式 (2,44) 
是 良 序 的 。 

例 2.14 序列 

0, 2, 4, 6, See, 1, 3, 5, 7, 9, oe (2.45) 
是 由 自然 数 集 合 o 按 如 上 次 序 给 出 的 线 序 集 合 ， 不 难 验证 ， 上 述 
序列 是 良 序 的 。 

当 我 们 把 例 2,14 WRI RA, Hk (2.145), BRA 
0R2、0R4，0R6，4R6，4R8，8R1，8R3，5R9 等 命题 成 立 ， 并 
且 3R4，5R8，9R3 等 命题 都 不 成 立 。 

定义 2.24 ”对 于 任 一 集合 s， 如 果 R 是 38 上 的 -- 和 良 序 关系 ( 即 
fld R=s)， 则 称 集合 s 是 由 关系 尺 所 良 序 的 ,有 时 也 称 人 s, 尺 为 一 
良 序 结 构 . 对 于 任意 一 集合 *， 如 果 有 一 关系 尽 ， 使 得 * 是 由 RR 所 
良 序 的 ， 就 称 集 合 * 是 可 良 序 的 ， 或 称 * 是 良 序 的 。 

注意 ， 任 一 良 序 集合 的 任 一 子 集合 都 是 良 序 的 。 

定义 2.25 对 于 集合 上 任 一 良 序 关系 尺 , 和 任 一 x*€s, 我 们 
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称 集合 
{ylyRxAyEs} 
为 R 的 前 节 或 关系 RR 的 x 前 节 ， 并 记 做 Ox(%)。 

由 上 所 述 ， 任 意 的 序数 4 是 由 关系 € 所 良 序 的 传递 集合 ， 反 
之 ， 任 一 传递 集合 s， 如 果 3 是 由 关系 所 良 序 的 , 则 s 就 是 一 序 
数 。 

定义 2.26 ”对 于 良 序 集合 $ 与 《不 妨 假 定 它们 的 良 序 分 别 
AR GR) 和 一 函数 /，s->w， 如 果 对 于 任意 的 +，y Es， 都 有 

aRiy>f (Ref Cy) 
成 立 ， 则 称 函 数 / 是 保 序 的 ， 

今后 ， 当 我 们 已 指出 集合 s 为 良 序 集合 ,在 不 致 引 起 误解 时 ， 
常用 符号 过 表示 s 上 的 良 序 关系 。 

定义 2.27 一 个 保 序 的 双 射 /， 如 果 它 从 一 个 良 序 集合 映射 
到 另 一 良 序 集合 的 一 前 节 ， 则 称 / 是 一 个 好 的 映射 。 

定义 2.28 假定 * 为 一 良 序 集合 ,并 且 了 Cs, 令 SupTAs+T 
的 首 元 军 ， 特 别 地 Sup 为 的 首 元 素 。 

由 定义 2.28， 显 然 (Sups) 和 Fs, 因 此， 一 般 地 Sups 是 不 定义 
的 有 时 ， 为 了 某 种 有 目的， 我 们 令 Sups 为 s 之 外 的 一 特定 元 素 ， 
并 定义 

Si 一 4U{Sups}， 
VxEs(a<Sups}. 

这 样 ， 我 们 就 有 si 为 3 的 一 良 序 延 拓 。 

定理 2.47 WERS s 与 4 都 是 良 序 的 ， 那 么 ， 

C) 存在 唯一 的 保 序 函数 /， 使 得 /是 由 s 映射 到 4 的 -- 前 
节 ， 亦 即 有 y Eu， 使 得 

f :su 
ranf={ala<yAx€u}, RF 

C2) 存在 唯一 的 保 序 函 数 g， 使 得 g 是 由 4 映射 到 s 的 一 
前 节 ， 亦 即 有 ?yEs， 使 得 


Es us, 


rang= {el a<yAx€s}. 
也 就 是 说 ， 良 序 集合 s 与 之 间 存 在 一 个 好 的 喘 射 。 
证 明 ”我 们 分 下 述 六 步 来 完成 本 定理 的 证 明 ， 
《1) 如 果 f 是 一 好 的 映射， 并 且 f:s->w， 则 对 于 每 一 x*, 我 
们 必须 有 ， | 
f(x)=Sup{f(y)|y<*}. (2.46) 
AASERFH, WRy<«, WF 
FDF a), 
MA, 4¢=Sup{f(y) | y<a i bE aB E SOR 
立 。 那 么 ! 必须 在 /的 值 域 之 中 ， 因 为 这 一 值 域 是 一 前 节 , 又 因为 了 
的 保 序 性 ， 就 必 有 某 一 7” 和 zx, 使 得 上 = f(y) ,而 这 矛盾 于 # 的 定义 ， 
所 以 我 们 有 式 (2,46) 成 立 , 对 于 f:w-*s 时 ， 上 述 结果 蚌 类 似 的 ,这 
BARR. 
(2) 我 们 注意 到 ， 对 于 任意 的 良 序 集合 s 与 4， 有 至 多 有 一 
个 由 s 到 % 的 好 的 上 映射. 因为， 假定 有 两 个 这 样 的 映射 foe, 并 且 
对 于 s 的 某 一 元 素 %4 ， 使 得 JAAS 
c= {x| f(s) FAH) AXES}, 
c 是 一 不 空 集合 ， 因 此 ， 由 良 序 的 定义 ,c 中 有 关于 和 < 的 首 元 素 4， 
f(@) 友 ha)， 然 而 ,对 于 任 一 x*Es， 若 x 之 a 则 / (x) 二 h(%w)， 这 样 
就 有 
f(a) =Sup{f(s) |sx<aAx€s} 
=Sup{h(x) |x LaNa Es} 
| =hla), 
从 而 形成 矛盾 、 因 而 欲 证 结果 成 立 。 
(3) 假定 f:s>w， 且 是 一 好 的 映射 ，B 是 s 的 一 前 节 ， 
妈 有 一 Xx。€s， B={y|y<%N\y Es}, Sh= ft B, 这 时 h 是 一 好 
的 映射 ,因为 X 是 保 序 的 ， 令 2Ew， 若 有 XE B，z<h%) ,因为 了 是 
好 的 映射 ,所 以 有 一 y, 使 得 fy)=%, 并 且 因 为 y<%, 所 以 y CB, 
Aik c= AC y) ARM s 的 一 前 节 B 到 w 的 一 好 的 映射 。 
(4) 令 
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c=tx|xEs 八 有 一 好 的 映射 p， 使 得 B. 映 射 到 公 ， 
SPB sh x 的 前 节 ， 亦 即 
B.={yly<xAyEs}. 

对 于 任意 的 xEs， 如 果 x ec, yu, ASBMB, 到 4 的 一 好 
HRI, 42z€c, h=f[ By, ARE BR. A, cAi 
i. l 

(5) 对 于 *Ee， 令 /为 从 万 .到 w 的 那个 唯 -的 好 的 映射 , 显 
i, Hcc yi, Af(d=f,(2) 对 于 每 ~-*Ec， 都 有 f(x)= 
Jf:(x) 如 果 x,y Ec 县 x 之 y， 则 

f= x)= 70 < fy)= fy). 
这 样 ，f 是 保 序 的 ， 

如 果 xEc，i 达 f(x)， 那 么 {之 f.(*)， 这 样 ,就 有 一 》，Y <% 
且 {==f.(y)=f,(y) 二 /(y). 因 此 ，f 是 一 好 的 映射 。 

(6) 对 于 上 述 定义 的 ce， 如 果 c=s， 由 上 述 论证 我 们 已 证 
明了 定理 ,如 果 c 关 s， 令 1=Sup c， 且 令 
c'=ran( fle), 

如 果 c' =u, 那么 /的 道 映 射 广 :是 从 “ 双 射 到 s 的 前 节 的 一 保 序 映 

如 果 c’ Au, Sti=Supce’ EMRS 

HOLT 
Avice, KH, ARAS, RNCACHABMHA u 的 一 
前 节 的 上 映射， 并 且 cC ,B,, 这 与 c MBRER-FR, HS, CH 
得 证 。 

定理 2.48 ”如 果 f:s->w 且 g:4 一 s 并 且 /与 g 是 好 的 映射 ， 则 
w=ranf, s=rang#fhfSghwAwi, Mf =g 

OH, fis>u, JEER, SB=ran/, BR 
Bou, SHAA=_ B, hè HBAs PHBH, Bas 三, 但 
A, EAranf'=s. RAWAB—M—-H HU, B=w， 故 g= 
fu. 

定义 2.29 Ws, Rod, <s ROAWTRFAW KAA 
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— RB fisirse, fA HRS, so=ranf, WRB 了 是 结构 
(si, Rds, Ro SAS BRAT, WEATHER s1 与 s: 是 同 构 
的 ， 并 记 做 Jsolsi,sz; RoR) HR, Red HMABAa, oh BR 
次 序 ， 并 且 不 致 引起 误解 时 ， 也 可 简写 作 Iso(si,s2)。 

4 fisi>soké Si 与 sz 之 间 的 一 同 构 时 ， 显然 有 J Ess 也 是 
它们 之 间 的 一 局 构 映 射 。 

定理 2.49 ”对 于 任 一 良 序 结 构 Cs,R>》>， 都 有 了 唯一 的 序数 4， 使 
{<s Oe, OERA, WAI, E, R, E). 

证 明 我 们 作 一 序数 值 函数 /如 下 ， 

(1) domf=s; 
《2) 对 村 任 一 *Es， 令 
f(#)=Supif(y) | yReAy Es}. 

由 此 ， 当 aEs,G5 为 s 中 尺 的 首 元 素 时 , 就 有 f(a)=0. 一 般 地 ， 
SEER «Cs, 由 /的 定义 及 RR 良 序 s 这 一 基本 性 质 ,集合 fa) 
是 传递 的 和 EE 连 接 的 ,因此 ，f (x*) 是 一 序数 ,由 替换 原则 ,ranf 是 
一 集合 ， 同 理 它 也 是 传递 的 和 EE 连接 的 ， 因 此 ,ranf 是 一 序数 , 令 
4 一 ranf ,我 们 证 明 遂 数 是 保 序 的 ， 因 为 对 于 任意 移 x, yes, 4 
s#y, WisRy, 或 yRx， 不 失 一 般 性 ， 不 妨 假定 yRx， 这 样 ， 
由 /的 定义 就 有 f(y)€ f(x)， 

Sb, me fisse 是 双 射 的 和 保 序 的 并 且 2 的 唯一 性 是 显然 
的 ， 这 就 完成 了 欲 证 结果 。 

不 难 验 证 ,由 例 2013 给 出 的 良 序 集合 与 序数 0 同 构 ,由 例 2.14 
给 出 的 良 序 集合 与 序数 @"2 同 构 ， 

例 2.15 序列 2，4，6，8,，………1，3,5,7,，……，0 所 决定 的 
集合 也 是 一 良 序 集合 ， 并 且 可 验证 它 与 序数 (@"2) +1 同 构 。 

序列 1,3,5;,7,……，2,4;6,8…… 也 与 序数 ov,2 同 构 , 由 此 可 
见 ， 不 同 的 良 序 集合 可 以 与 同一 序数 同 构 。 

注 记 2.7 旱 在 一 百 一 十 年 前 , 康 托 尔 曾经 把 序数 定义 作 和 良 序 
集合 的 序 型 ， 什 么 是 序 型 呢 ? 从 现在 来 看 ,这 一 概念 是 不 清楚 的 ， 
粗略 地 说 ， 任 意 两 个 同型 的 良 序 集 合 部 是 同 构 的 。 同 型 的 良 序 集 
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合 的 代表 可 以 取 作 与 它们 园 构 的 那个 序数 。 弄 清 了 那个 序数 ， 从 
同 构 的 意义 上 讲 ， 也 就 弄 清 了 与 它 同 构 的 一 切 良 序 集合 ， 每 一 民 
序 集 合 都 有 一 个 序数 与 它 同 构 。 这 样 ， 就 把 良 序 集合 的 研究 转换 
为 对 序数 的 研究 了 ， 因 此 从 数学 发 展 上 看 ， 良 序 的 概念 是 极其 重 
要 多 , 因 些 ,从 一 个 方面 说 明了 序数 的 赋 究 是 极其 重要 的 ， 


习 题 


2.1 HE3, BP Ot AD, 

2.2 iEA24+3, BOA Ott, 

2.3 ARLOAK. 

2.4 判断 U1t3;5,6} 是 否 是 传递 集合 。 

2.5 如 果 集合 Y 的 每 一 元 素 都 是 传递 集合 , 试 证 明 广义 交集 合 门 * 
也 是 一 个 传递 集合 。 

2.6 如 果 U (x')=Y， 试 证 明 X 是 一 传递 集合 。 

27 ğa ERER, ERRIRE A H a l yasa 

2.8 E8 FFE PK, HA Uaa, 

2.9 EA FBAR, LBE, NBS Ue, 

2.10 E; 如果 类 CCOn， 则 类 C 具 有 E 三 歧 性 。 

Zell a, BHAEEOARAH, HRSA, CHB, E> z 
的 一 同 构 映射 ， 试 证 明 : a=, fA-BF HR, Matt 
任 一 XE0， 都 有 fw) =x. 

2.12 > 
Ki={x|lsucc(x)}, _ 
Ki={x|lim(x)}, 

EW: 不 1 与 sy 对 马 而 言 都 是 良 序 的 。 
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第 三 章 基 数 


$1 可 数 序数 


定义 5.1 对 于 任意 的 序数 4a, 如 果 存 在 @ 与 2 之 间 的 双 射 函 
数 , 即 & 与 @ 是 一 一 对 应 的 ， 则 称 4 是 一 可 数 无 穷 序 数 (简称 可 数 
FH). 

由 定义 3,1, 对 于 任意 的 wEo， 都 有 o +w 是 可 数 的 ,并 且 w +@ 
也 是 可 数 的 ， 例 如 ， 令 


ky n=?2k, 
fin ={ 
O@+k, n=2k+1, | 
它 的 值 依次 是 
0, ©, 1, D+1, 2 OF2, we, 
因此 有 dom/=o, ranf=o+a, 
NFE-BRBm, Rom 是 可 数 的 , 因为 对 于 任 一 自然 
Hin, MME WAAR Bi, 7, 使 得 
n=mi +j FEOS] <m (3.1) 
成 立 。 
对 于 满足 式 (3.1) 的 自然 数 ?，7， 令 
fln)=(orj) +i, 
不 难 验证 ”是 一 对 一 的 ， 并 且 domj =o@，ranf = ov ， 也 就 是 
说 , FR oem ENB. TRA, Ri Rony LiH O- 10A 7 
素 依 次 可 排 为 〈 先 由 上 至 下 排 第 1 列 ， 然 后 ， 由 上 至 下 排 第 2 列 ， 
等 等 )。 
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0, ' 1, 


2, 3, feen ) 
a, o+1, @+2, 0+3, jeee 
(2), (@»*2)+1, | (@*2)+2, | (os*2)+3， |=. 
(@*3), (@+3)+1, | (@°3)4+2, | (@*3) 43, |e ° 
} œD, y (oat, p 9"9)+2， 1 (9) +3, yo 
(3.2) 


例如 , fCO)=0, fC1)=0,f(2)=0-2, f(3)=a+3, f(9)= 
og, f(10)=1, fG1)=0 +1, f(12)=(0+2)+1, f(19)=(0° 
9) +1, f(28)=(@98) +2， 等 等 。 

显然 ，f 是 一 对 一 的 ， 并 且 dom/ 一 8，ranf= 二 23.10, 所 以 , 序 
数 o.10 是 可 数 的 。 

定理 5,1 序数 o: 是 可 数 的 

证 明 我 们 仅 需 给 出 o 与 o? 的 一 个 双 射 函数 我们 可 按 下 述 
形式 排序 o: 即 2"@ 的 元 素 。 


0 1 2 3 oo 
© m+1 0+2 O43 renee 
Or2 (@2)+1 (os2)+2 (@°2)+43 ee 
©:3 (03)+1 (@°3)+2 (@:3)+3 =se 
De (A+ (@°4)+2 (@s4)+3 =e. > G3) 
On (@n)+1 (@n)+2 (@n)+3 =e 


可 以 看 出 ， 式 (3,3) BERET Oo 的 元 素 。 我 们 可 以 把 式 
《43,3) 的 形式 改写 为 
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40,0, 0,1) 《0,2》， (043d, ree 

<1,0>, 1,1) <12), <1,39, eee 

<2,0>, 2,1) 2,29, <2,3>, 

<30>, <3,1> 3,2), 3,3, cree | 

<4,0>, 4,19 CA2), 4,3», eee ie (3.4) 


«2,0, Cty ls 《% ,2>, <n, 3? "one 
: : i 
i i 1 3 


显然 ,对 于 式 (3.4) 中 的 有 序 对 <?， 介 恰好 对 应 于 式 (3.3) 中 
的 序数 (ei) +j， 并 且 反 之 ， 式 (3,3) 中 的 任 一 序 Boi) + j, 
都 怡 好 对 应 于 (3.4) 中 的 有 序 对 <i, 站 ,这 就 是 说 ， 式 (3.3) 中 的 序 
数 与 式 (3,4) 中 的 自然 数 有 序 对 是 一 一 对 应 的 。 而 式 (3。4) 恰 好 裤 
举 了 @xa 中 的 所 有 元 素 . 不 难 验证 ， 函 数 


fa D=- it D+i+t3)) 


是 @Xo 与 g 的 一 双 射 函数 ,从 而 有 o: 与 0 的 双 射 函数 .这 就 完成 了 < 
是 可 数 序数 的 证 明 ， 

定理 3.2 序数 os? 是 可 数 的 ， 

证 明 式 (3.3) 已 枚 举 了 o? 的 所 有 元 素 ， 可 以 把 它 看 作 在 第 
一 层 平面 上 的 枚 举 , 现 在 对 于 任 一 &Eao， 我 们 有 在 第 b 层 平面 上 枚 
举 序 数 集合 

seo {a (ck — FF BO? kK ek + 1} (3.5) 

如 下 ， 


@' +h, (ok) +1, (a? ek) +2, 
O-k+a, (@'*k+@) +1, (@**k+@) +2, 
@'*h+@e2, (@k +02) +1, (@+h+@-2)+2, + 
Oeh+O+3, (@+k+@03) +1, (W2kh+@e3)+2, + 
@'+h+Oe4, (@+k+Oe4) +1, (@k+@-4) +2, - | (3.6) 


kton, (@+k+On) +1, (@*k+@n) +2, = 


式 (3.6) PERET KA (3.5) 所 定义 的 序数 集合 se, 并且 
= U see AREA (3.6) 中 的 元 都 可 写作 形式 Cook toed) + 


j, Eph, i, jABRR RH, RNAs 与 @ 的 一 双 射 函数 ， 亦 
即 对 于 每 一 自然 数 &,s 都 是 可 数 的 .我 们 可 以 把 @ 分 解 为 可 数 个 两 
两 不 交 的 可 数 集合 .由 此 我 们 获得 序数 os 是 可 数 的 。 

使 用 定理 3.1 的 证 明 方法 ， 我 们 可 以 证 明 ,对 于 任意 的 自然 数 
n, GO AM AER, Mo 为 可 数 序数 ,从 而 ， 由 数学 归纳 法 ,我 
们 可 得 下 述 定理 ， 

定理 5.5 ”对 于 任意 的 自然 数 w， 序 数 o?" 是 可 数 的 。 

定理 3.4 ”序数 o? 是 可 数 的 ， 

证 明 我 们 令 

To=0, 
Te= {ala*®<aco™'}, 

对 于 每 一 个 自然 数 4,Tx 是 可 数 的 .这 些 序 数 集合 Th 是 两 两 不 
ZEA BNA A Fe, We Tn =D), FULH SUT 注意 到 可 
把 @ 分 解 为 可 数 个 两 两 不 交 的 可 数 集 合 ， 由 此 ， 我 们 就 获得 了 和 欲 
证 结果 ， 

上 述 两 条 定理 的 证 明 中 都 用 到 “把 @ 分 解 为 可 数 个 两 两 不 交 的 
可 数 集合 ” ,这 一 结论 已 暗含 在 定理 3,1 的 证 明 中 ,在 那里 我 们 给 出 
HERRAR AA. BEIT 
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9 11, sores e (3.7) 


A (347) ERR TA BON Te, -WAR -AAE 
&, BADR. COREA AEH. KE, RIDERS 
T Kita eR. 

定理 3.5 #0, BHH BOR, Wle+f, ee8ija’ MIR AT Be 
数 ， 

证 明 “+8 显 然 是 可 数 的 ,对 于 w.8 假 定 8 是 使 得 &*8 不 可 数 的 
最 小 的 序数 ， 这 时 若 有 为 一 后 继 序 数 , 即 有 7， 使 得 8=y+1， 这 时 
c.8=0? +0, Bayan žk. Miter +0 可 数 ， 从 而 获得 eB 
可 数 , 若 B 为 一 极限 序数 .并 且 B, 是 6 的 所 有 元 素 〔 因 为 8 可 数 )。 这 
FE, aeB=U{ary,|¥,€C BAnEm}, 因 为 由 假定 e*?, 可 数 。 仿 定理 
3,1 的 证 明 过 程 ， 可 得 a* 8 可 数 。 这 就 完成 了 &*B 可 数 的 证 明 ,25 与 
cx*8 的 证 明 过 程 相 类 似 ， 这 里 从 略 ， 

定义 3.2 令 和 N=0， Aner O's, BA=U {deine Oo}. 

定理 3.6 ”序数 和 。 与 和 都 是 可 数 的 。 

WEAR ”由 定理 3.5 并 使 用 数学 归纳 法 可 得 到 对 于 每 一 自然 数 
n FPR 和 "是 可 数 的 。 而 入 是 可 数 序 数 的 可 数 并 , 仿 定理 3.1 的 证 
BA, 和 是 可 数 的 ， 

可 数 序 数 是 能 够 极端 复杂 的 ,其 至 是 几乎 难以 想像 的 ,然而 ， 
我 们 将 要 看 到 在 一 定 意义 下 它们 仍然 是 很 小 的 。 


§2 基数 的 定义 


定义 3.3 ”对 于 任意 的 序数 a。，h， 如 果 存 在 一 对 一 的 函数 /， 
使 得 /:a->8， 则 记 做 符号 #<B。 
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定义 5.4 ”对 于 任意 的 序数 zg，B， 如 果 不 存 在 与 8 的 双 射 函 
数 /， 则 称 c 与 6 是 不 等 势 的 ， 并 记 做 有. 令 
5<R=5< 5 人 Ni 局 
43.1 Enco, Wi<o, <a. 
定义 3.5 设 为 一 序数 ， 如 果 它 满足 条 件 
VB(B<a>B<a) 
时 ， 则 称 序 数 c 为 一 基数 ( 即 开始 序数 ) .并 称 基数 所 对 应 的 序数 的 
次 序 为 基数 的 自然 次 序 ， 
由 定义 3,5， 立 刻 有 下 述 两 条 定理 成 立 。 
定理 3.7 任 一 自然 数 %，n 是 一 基数 ， 
定理 3.8 序数 0 是 一 基数 ， 
有 时 ， 当 @ 作 为 基数 时 ， 就 记 为 oo。 
例 3.,2 oo+1，o*2，0o*3，02，0o?” 都 不 是 基数 。 因 为 ， 它 们 
都 是 与 9 一 一 对 应 的 ， 


$3 Bo, 


定义 3.6 40,={e]On(e) \e<a}. 

为 了 证 明 序数 类 o, 是 一 基数 ， 我 们 需要 引进 一 些 概念 ， 建 立 
一 些 定理 。 

车 R 为 @ 内 的 任 一 眼 序 关系 ， 则 RC@X@, 由 良 序 关系 的 定义 
和 子 集 合 分 离 原 则 ， 可 以 获得 尺 为 一 集合 。 

定义 3.7 + 

M= {RIR 是 0 内 一 良 序 关 系 }。 (3.8) 

由 式 (3.8) ， 可 以 看 出 ， MC (oxo). WERTE 
ME (lwxwm)), 因 此 ， 使 用 子 集合 分 离 原 则 ， 就 获得 4 为 一 
集合 。 

定理 3.9 AE-KERP, PANTER, REM, RA 
FCR) €,. 

证 明 首先， 定义 一 类 函数 /x 如 下 ， 对 于 任 一 尺 EMUH， 令 

(1) domfx=ran R, 
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(2) felx)=Sup{fely) | yReAy Eo}. 

由 尺 为 良 序 关系 ， 当 %*€EranR 时 fr(x) 总 是 一 序数 。ranfx 是 
一 序数 集合 并 且 是 传递 的 ,因而 也 是 一 序数 ,并 且 ranfr fi ARE 
一 确定 的 一 个 可 数 序 数 ， 或 有 穷 序数 ,其 次 

(3) domF=M, 
(4) 并 且 对 于 任意 的 REAM， 有 
F(R) =ranfre 

由 R 的 性质 ，F(R) 总 是 可 数 的 或 有 穷 的 序数 , 即 F(R) Eo, 

定理 3.10 ”对 于 任意 的 :€091, 都 有 一 尺 ,REM ,使 得 F(R) = 
4。 其 中 开 是 定理 3.9 中 引进 的 类 函数 。 

证 明 因为 KEoj， 即 5< 5， 换言之 ，c 是 有 穷 的 ， 或 者 是 可 
数 的 序数 , 仅 需 讨论 后 一 种 情况 。% 为 一 可 数 序数 ， 即 有 一 双 射 函 
Heio-a, IRA, WEE—-B Ce, MA— AR Hin, E= gin). 
RNEMOL—KARR, HTE m, mca, $ 

ni Rn, = gm) E gt). 

Hen = ERB RA ZEE, ben fE aE RRE BE, 
因为 的 任 一 不 空子 集合 都 有 最 小 元 ,所 以 ,R 在 o@ 的 任 一 不 空子 集 
& EWA, RH, ROM FARR AFR) =e, 

定理 53.1] o: 是 一 集合 ， 

证 明 ”因为 由 定理 3.10， 我 们 有 Oran, HAH M 是 
ES, HdomF=M. HRA, RET REAR. 

定理 3.12 ”0 是 一 基数 ， 

证 明 首先 ， 证 明 o, 是 一 序数 ， 由 于 @, 是 序数 的 一 集合 ,我 
MERFI o =U. 为 些 ， 只 需 证 明 @, 是 传递 的 并 且 无 最 大 
Joie 

(1) 0 是 传递 的 ， 对 于 任意 的 *，y， 和 若 YEy 且 yc<oi， 因 
为 y 是 -- 序 数 ,所 以 * 也 是 一 序 数 ， 且 xCy。 XE, <y B 
LEO. 

C2) OHA, BETR, Beco, 为 @ 的 最 大 元 .这 
样 ，5<<5. 但 是 ， 由 此 可 得 8+1 <o} Beer RRyeHO HY 
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RAIMA IS. 

其 次 ， 我 们 来 证 明 @ 满 足 定义 3.5. 假 定 不 然 ， 即 四 是 一 可 数 
序数 ， 即 Di< 0 。 由 定义 3.6， 就 有 ovE oo 这 与 定理 1,23 相 韦 盾 ， 
所 以 ，o: 是 基数 。 


$4 大 于 :的 基数 
定义 3.8 对 于 任意 的 序数 w， 令 
Oe+1={B8|On(BAB<@.}, l 
并 且 当 》 为 极限 序数 时 ， 令 o, Yo.. 


定理 3.13 对 于 任意 给 定 的 一 序数 z?，0。 是 一 基数 ， 
TEAR ” 当 0 为 后 继 序 数 时 ， 即 有 序数 B 使 得 4=B6+1, 此 时 ， 我 
们 假定 @? 为 一 基数 ,使 用 定义 3,8 并 且 仿 @, 为 一 基数 的 证 明 方法 ， 
可 获得 0gp+! 为 一 基数 。 这 样 ， 我 们 不 仅 要 证 明 @4 11 是 一 集合 ， 而 
且 还 要 证 明 它 是 一 开始 序数 ,首先 ， 令 R 为 os 内 的 一 良 序 关系 ,由 
此 ，dom 尺 是 一 集合 ,我 们 可 以 做 一 函数 大 使 得 
(1) domf,=rank, 
(2) 对 于 任 一 x*Edom fs， 令 
feix) =sup{fr( y| yRxAy EO}. 
由 于 RR 为 一 良 序 关系 ， 当 xE€ dom fx 即 xEranR 时 ，fx(x) 为 
一 序数 。 并 且 ranfx 是 由 R 淮 一 确定 的 0s 型 序数 ka，( 即 名 6 并且 
xl 是 一 序数 ) . 
其 次 ， 令 
M={R| Rio ,AH--RF RA}. 
并 且 由 于 MCP(o,Xo,) 和 恨 序 关 系 的 性 质 ， 使 用 子 集合 分 离 
原则 ， 可 获得 必 是 一 集合 .做 一 函数 ， 使 得 
(1) domF=M, 
(2) 对 于 任意 的 REM， 有 
F(R)=ranfe, BCR, ranfò EF. 
这 样 ， 对 于 任 一 REM,E(R) 都 是 os 型 的 一 序数 , 即 
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已 (RD)Eosrte 由 此 ， 仿 oi 的 证 法 可 得 欲 证 结果 ， 
当 % 为 一 极限 序数 时 ， 假 定 对 于 所 有 的 序数 B< sos 都 是 已 确 
定 的 基数 .并 且 我 们 已 经 有 ， 
B, <B2< b> Wg, KO ge 
这 时 ， 我 们 令 


Oa = U Og 
B<a 


=U {a,|B<a}. 

显然 ，o。 是 一 序数 因为 对 于 任 -- 序 数 y><o-， 有 序数 8， 使 
得 7Eos 人 B<c. 因 此 ?过 5， 并 且 有 8 使 得 

B<B, Y< <s. 

因此 ， 有 ?7<5。 这 就 完成 了 o。 是 一 基数 的 证 明 ， 

综 上 ， 并 使 用 超 穷 归纳 法 ， 就 完成 了 欲 证 结果 。 

对 于 基数 o。， 今 后 在 它 与 其 它 序 数 8 相 比较 时 ， 我 们 直接 写 
做 o。= 有， 或 o。< 有 或 8 一 o。， 而 不 再 写 做 六 。 这 样 ， 对 于 任 一 序 
Ho, MAH HO... 由 定理 3,12， 我 们 直接 获得 oo<ok。 这 里 小 于 
关系 之 是 基数 的 小 于 关系 ， 并 且 ， 一 般 地 说 ， 对 于 任意 的 序数 0， 
B, 4e<Bit, MH @。 <0s。 这 样 ,由 序数 的 线 序 性 就 直接 获得 了 
基数 的 线 序 性 。 因 此 ， 我 们 可 以 把 所 有 的 无 穷 基 数 按 从 小 到 大 的 
次 序 排列 为 


Oo Di, Or, Da, ee Da, corre » Day cere 。 (3.9) 
在 文献 中 ， 也 常常 把 (3,9) 写 为 ， 
Noe Ri, Ra, Nay oe, Roy core, Raye 2 (3010) 


PEIN =O. HP REMMI. 我们 常常 用 x 或 Ka。，Kg 等 表示 
#12301 对 于 任意 的 序数 w，B， 都 有 
apr Rach, 
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§5 基数 的 三 岐 性 


由 定义 3,5， 我 们 知道 ， 一 基数 是 满足 特定 性 质 的 序数 ,这 一 
性 质 就 是 按 一 一 对 应 的 标准 对 序数 进行 分 类 时 ， 各 类 中 那个 最 小 
的 序数 作为 代表 ， 就 称 为 基数 ,或 者 说 ， 开 始 序数 就 是 基数 .以 os 
Ho AP, Oo 是 最 小 的 无 穷 序数 ，oi: 是 第 一 个 不 可 数 的 序数 ,在 
它们 之 间 还 存在 着 无 穷 多 个 序数 ,这 就 是 中 +1，@+2，……0"2， 
tasers ,OOD o”, von eee CESS n HEF 数 都 是 出 小 于 它 的 
所 有 序数 所 组 成 ,特别 地 o 是 由 所 有 的 有 穷 序 数 和 所 有 可 数 序数 
所 组 成 ,对 于 任意 的 两 个 基数 @. 与 oO.+: 也 有 类 似 的 情况 .这 样 , 由 
序数 的 三 野性 ， 表 面 上 看 自然 也 有 基数 的 三 赎 性 了 ,但 是 ， 应 当 
注意 ， 基 数 的 三 歧 性 与 序数 的 三 野性 含义 是 不 同 的 。 作 为 序数 的 
小 于 关系 之 是 由 € 定义 的 ， 亦 即 c< 8 等 价 于 wcE 8, 而 作为 基 数 的 
小 于 关系 必 是 使 用 了 存在 内 射 函数 而 又 不 存在 双 射 函数 定义 的 ， 
也 就 是 说 ， KLK TK <2 AK F Ke, 其 中 元 志 次 :是 说 存在 单 
HRAS EC ACK, XK) 使 得 fk >R. Ri AK. 是 说 ， 不 存在 双 射 
Pe EZK XK), gi KK, 基数 的 三 歧 性 可 以 依据 定理 
3。12 与 3,13 直 接 获 得 ,这 就 是 下 述 定理 ， 

定理 3,14 对 于 任意 的 基数 /1 与 *?， 我 们 有 

KR, Ki = Kz, KK 

三 式 中 恰好 一 个 成 立 。 

AX (3.9) 来 看 ， 对 于 任意 的 两 个 基数 (与 xz 而 言 BAF 
数 c 与 6， 使 得 . 

K, =O, HK,=O, 

成 立 ， 这 样 由 序数 2 与 B 的 三 战 性 就 决定 了 相应 的 基数 0. 与 9s 亦 即 
KRIZET. 
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定义 3.9 一 函数 f, 如 果 它 同时 满足 下 述 三 条 件 
(1) domfEOn, B f 的 定义 域 为 某 一 序数 ， 
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(2) ranfCOn, Bl f 取 序 数值 ， 

(3) Vae€domfVBEdomf(acB->f(a)< fB) W, UR 
[为 一 严格 单调 递增 的 序数 函数 ， 并 记 做 Smo( 了)， 

定义 53.10 ”对 于 任意 的 序数 a 与 B， 如 果 B<a， 并 且 存 在 一 个 
由 8 到 & 的 严格 单调 递增 的 序数 函数 /， 使 得 4 的 每 一 元 都 小 于 或 等 
于 ranf 中 的 某 一 元 ， 则 称 序 数 c 是 共 尾 于 序数 8 的 ,并 记 做 
cof(a,B). 

fA3.3 若 cE 太 TI, 即 c 是 一 后 继 序 数 , 则 cof(e,1). Al Al<e, 
且 设 c= 二 B+ 并 且 令 1(0)=B,. 显 然 1 满足 定义 3,9 的 条 件 (1) 一 (3) 
和 定义 3.10 的 条 件 。 

从 例 3.3 看 出 ， 任 一 序数 <cE 玉 ,， 都 有 we 共 尾 于 1， 这 祥 看 共 
尾 的 概念 对 后 继 序数 是 没有 HAR 义 的 ,因此 ， 有 些 学 者 在 讨论 
共 尾 概念 时 仅 考 虑 极限 序数 .我们 认为 虽然 对 后 继 序 数 不 会 有 什 
么 有 趣 的 结果 ， 但 定义 广 一 些 ， 然 后 将 重点 再 集中 于 极限 序数 ， 
这 样 ， 对 两 大 类 序数 的 理解 是 有 益 的 ， 

例 3.4 cof(ov2,o) ,因为 令 函 数 / 满 足 domf=o, AUTH 
— n€o, f(n)=o+n JX, ranf={otn|n€o}, Abt, & 
tanfCOn, 并 且 有 Smo(f) 成 立 ， 定 义 3.10 的 条 件 也 是 满足 的 。 

例 3.5 cof(.,@) ,此 时 ， 取 函数 /为 

(1) domf=a, 

(2) MFH—n€o, f(n)=Rae 

不 难 验证 ，/ 满足 共 尾 的 条 件 。 

例 3.6 cof(0,0) Ff Hcof(¢,0)>e=0. 

定理 3.15 #cof(a,B), Wac Ky<—>BC Ky. 

证 明 假定 cof(e,B8) 且 xcE 开 5( 即 c 是 一 极限 序数 ). 若 GE 大，， 
有 序数 8,， 使 得 8=B1* HAS ER c 共 尾 于 有 的 函数 ， 令 aca, 
fB) =a, XR eC Ky, Aa: Eg, Ha, <t. AWA EB, 
使 得 F(R.) =wz, 然 而， 这 是 不 可 能 的 [因为 ee HE 三 是 严格 单 
调 递增 的 ) 。 因 此， 不 能 有 BE 玉 :， ， 并 且 B 不 可 能 为 0， 这 样 ， 就 
ABE Ky. 
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55m, HACK, f 蚌 使 序数 Ge 共 尾 于 8 的 函数 ,这样 ， 对 
于 任 一 a1 E00， 都 还 应 当 有 a Eo 上 且 上 <， 亦 即 应当 是 一 极限 序 
数 . 这 是 因为 对 于 &!,， 应 当 有 BEB, 使 得 (B81)=%， 和 由 f 的 性 质 
MBEK, M ABEB, HRR. 这 样 ，f(Bz)Ea, H 
fBI<f (Bs), 令 4z== f ,这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 

定理 5.16 ”对 于 任意 的 序数 4，BEKK1， 若 cot(c,8)， 则 有 
一 函数 /，domyj/ =8， 使 得 

a=U(ranf). (3.11) 

证 明 令 / 使 序数 0 共 尾 于 序数 8， 由 定义 ， 就 有 domf=B， 
并 且 对 于 任意 的 序数 8,， 我 们 有 ， 

Bı Eaa B< f(B2 ARE B, (有 一 8:) 
«B E JEDA fB Eranf, 
<—> B,C BAB: Eranf, (Ba= f(B2)) 
< 一 ~ 有 ECG U Cran f) . 

HTB: WERE, AER Kika RRM. 

这 一 定理 告诉 我 们 ， 对 极限 序数 而 言 ，& 共 尾 于 8 的 概念 是 ， 
虽然 6<e， 但 是 有 一 定义 在 6 上 的 函数 f, S MEU Pea 
x，f 的 值 域 ( 即 ranf) 虽然 可 以 是 的 真子 集合 ， 但 是 它 WIE 
好 就 是 &， 

”定理 3,17 对 于 任意 的 序数 <， 都 有 cof(&,2)， 亦 即 co 具有 
自 反 性 质 。 

证 明 f= {<8,8>|BEe} ,此 时 dom/=0, 并 且 /(8)=8, 
BEa， 显 然 有 馈 证 结果 成 立 ， 

由 定理 3.17， 对 于 任意 的 序数 w， 都 存在 8， 使 得 coia, h) 
WIL. 
定理 5.18 对 于 任意 的 序数 4.，0:，2;， 我 们 有 

cof(&1,02)/\cof(0s ,@3)—>coi(@: ,03), 
亦 即 cof 具有 传递 性 ， 

证 明 SSR ERF 的 函数 , 且 g 是 使 %: 共 尾 于 cs 的 

函数 ， 令 Ap= fog DERI, A 是 使 c: 共 尾 于 oot wR. 


定理 3.19 对 于 任意 的 序数 c， 我 们 有 
CEKI—>cof( Ra, 0), 
证 明 令 
f= {B,C}. 
ASTER TE, fF AP BLS 。 共 尾 于 序数 a 的 函数 、 
定理 3.20 ”车 集合 ;COn， 则 有 一 序数 & 和 一 个 一 对 一 的 函 
数 /， 使 得 qdomj =c，ranj =s， 且 对 于 任意 的 序数 m%，oz E02, 都 
有 
a, €a,<—> {(a,) E f(z). (3.12) 
证 明 对 于 任意 BCs, + 
g(B)=Sup {8(B)|B <BAB Es}. 
由 于 s 具 有 三 野性 ，&g(B) 为 一 序数 并 且 rang 也 是 一 序数 ， 
令 / 一 8 H a=rang, XijAdom/=0, HEA (3,12) 成 立 ， 
定理 3.21 对 于 任意 的 序数 w,8， 如 果 B<e, HAG TE-- 
BU i paH ER ATERN e Ca, WARC, Was 
FED, TYAS FRR BEB ,ac 共 尾 于 Bo MA colle, Bo) Mar IBA 
地 ， 就 是 
YoVR8(8<c 人 3/domj/ 一 8 人 ranfca 
AV @,€@58, € BCG, <f(B1)))> EB (cof(@, Bo))), 
证 明 MRS 
3 一 {Bi [BE BAV BE Bi fCBI<fCB)) } 》 
则 sCph, 由 定理 3.20， 有 一 序数 Bo 和 8, 和 定义 在 Bo 上 的 一 个 一 对 
一 的 函数 g, 使 得 对 于 任意 的 序数 Bi;， B2 € Bo 都 有 
Bı E B2<—> g(B,) E g( Bz). 
4 h=feg, Alt, A: Boe, 为 了 证 明 h 是 严格 单调 递增 
的 ， 我 们 注意 到 ， 若 8B,<p8:< Bo WEKE), MB)Ee, 
BACB.) Ge. hsh, RA 
FBF eB) 
BRED WCBO<ACB). BE, AFETE N y. 
另 一 方面 ， 因 为 由 题 设 ， Ya cezb CROS) 成 立 ， 
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这 就 获得 有 满足 这 一 条 件 的 最 小 的 序数 8, ABCs, HARA 
习 B2EpBo(g(p82)= 一 Bi)， 

而 且 B= fC 2(B2)) = f (B) 

所 以 ，x 共 尾 于 Bo. 

定理 3.22 ”对 于 任意 的 序数 ?，pB， 如 果 B8<a 并 且 B 二 6， 则 存 
在 一 序数 Bo€ B*, 使 得 cof(w， Bod 成 立 ， 

证 明 B= =%， 则 存在 一 个 一 对 一 的 还 数 六 使 得 
domj 一 8，ranjf 一 c， 并 且 这 样 就 有 对 于 任 一 cxEc, 有 BE 8 使 得 
f(B1)=a1, 由 此 ， 使 用 定理 3.21 就 有 Bo。E B+ 使 得 cofl, B) 成 立 ， 

定理 3.25 YTE RKKA e, Bi, Be W R BSk A 
cof(a, Bı), Hceof(a@, Ba) EI, M A — AE Re, E B+ EAB cof( Bz, Bo) 
成 立 。 

证 明 由 前 提 ， 有 严格 单调 递增 的 函数 /，g 使 得 

g'Bi>aH Va, EARE B,C gC Bs) Sa), (3.13) 
f: Baa H Wa, eSB, E Bal fb. Ser). (3.14) 

A, ELB Mele, FHA, KH B E Bo, HA 
F(Bs)> gD 成 立 , 因 此 ， 在 在 着 这 样 的 最 小 ps . 

MR FB.) 为 使 得 1(B;) 之 gC(B。》 成 立 的 最 小 的 Bs (其 中 
BE Bi)， 则 为 BL 到 Bz 的 函数 。 我 们 希 望 证 明 VBE BoB, ER 
(FE(h pc) 成立 ,为 了 这 一 目的 ,我 们 注意 到 如 果 psec 8:， 则 有 < 
JB) <a MA, FEB: E Bi 使 得 g(B1) 宇 f(Bs), 因 为 是 严格 单调 
递增 的 ， 如 果 Bs € B1， 则 fCB:)< FCB <g( Be) KF, BSR) 
PUPP BBs, STF f(Bs) 宇 p(Bs) 是 大 于 或 等 于 Bi1 ,这 就 是 ，F(Be) 
HIE (B) >g B) >R: 成 立 的 最 小 的 序数 Bi, 由 定理 3,21 获 得 
HBE 8 使 得 cof(Bi,Bo) 成 立 。 

定义 3.11 对 于 任意 的 序数 4， 使 得 cof(a,B) 成 立 的 最 小 的 
序数 8 叫做 的 共 尾 性 的 特征 数 ， 并 记 做 cf(@). 

引 理 3.24 WER PR, RNA 

(1) ci(@)<e, 

《2) ci(¢+1)=1, 


e 36 ， 


(3) cof(e,cf(a)). 

由 定义 3。.11， 此 引 理 是 显然 的 ,证 明 从 上 略 。 

例 5.7 cf(0)=0, cfi(@)=0,cf(@2)=a, 

定理 5,25 对 于 任 一 序数 w，cf(e) 是 一 基数 ， 

证 明 假定 8=cf(a), 为 了 证 明 8 是 基数 ,我 们 仅 需 证 明 对 于 
任意 的 序数 Bi, 若 B= 6， 则 有 8 过 B, 成 立 ,假定 不 然 , 即 8, 之 8, 册 
定理 3,22、 有 序数 B< Btt cof(8,B,) 成 立 . 但 由 此 就 获得 了 8 
志气 Bi, 这 就 获得 了 一 个 矛盾 ,这 就 完成 了 和 欲 证 结果 。 


$7 正则 基数 与 亲 异 基数 


定义 3.12 $ 
Car= {@,\/@C On} 
Ca 一 OUCar。 
不 难 证 明 ，Car，Ca 都 是 真 类 ， 并 目 On= UCa. 
定理 3.26 WatacCar-cf(a) € Car), 
证 明 AAE aC Car, 则 QE 上 Ht， 又 因为 cof(cycf(C)) 成 立 ， 
由 定理 3.15， 获 得 ct(c)E 开 ri. 这 样 ，o<ct(c)。 并 且 由 定理 3.25， 
获得 了 ci(@) E Car. 
定理 3,27 aC Ky->cf(@)=cf( Na). 
证 明 eC Ky, Ae 3.19, A cofl RNa ORM Na 
共 尾 于 c&, 又 因为 & HET cf(a)， 由 定理 3,18 从 而 获得 名。 共 尾 于 
cf(&)。, 所 以 ， 我 们 有 
cf 8.) <cf(@), (3.15) 
KHE, NHR Fei Na), AN SRT cf(c) 由 定理 3,23， 
就 有 一 序数 B<cfC 8.) E cofle), B) 成 立 , 但 是 xc 共 尾 于 
ct(@), ie PERAK CSE TS. AUR E 
cf(@) <B<cf( Na), (3.16) 
由 式 (3.15) 与 〈3.16)， 定 理 3.27 证 毕 。 
定义 3.13 ”对 于 任意 的 无 穷 基 数 K， 如 果 cfl(K)—K, WKH 
正则 基数 .如 果 cft(k)<x， 则 称 * 为 奇异 基数 。 
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W3.8 从。 是 一 奇异 基数 ,因为 并。 共 尾 于 @， 并 且 cft(R 。) 一 
OLR BEE, Nore Rass Novas Se 。: 等 等 都 是 奇异 基数 , 因 
A, fC XI=No Alt, No H- ENE H 

定理 3.28 为 一 正则 基数 。 

证 明 假定 闫 :是 一 奇异 基数 ， 也 就 是 ， 假 定 fC ROKR, 
因为 ， 有 cof( i, ANOR. MAA cf.) ECar， 所 以 ， 
cf( N= 全。 这样， 有 一 个 一 对 一 的 单调 递增 的 函数 六 ， 使 得 

fi Som >Re (3.17) 
E. 

N= Uranf. (3.18) 
HF, WP, eC ko, BA SCR, HM, fle) 是 一 
可 数 序数 ， 即 /ec)<N ., 这 样 ， 我 们 有 Uzranj 为 可 数 个 至 多 可 数 
序数 的 并 ， 并 且 总 有 QoE Now， 使 得 /oo) 一 Ne， 所 以 ， 我 们 有 
Jrenf = 站 0. 这 与 式 《3.18) MAB. A, 8 不 能 是 奇异 天 
数 ,从 而 获得 了 定理 3,28 的 证 明 ， 

2123.2 RTRo NO BAEMERG? 在 第 五 章 ,我 
们 将 要 证 明 ， 对 于 任意 的 2 EKK1,N :都 是 正则 的 .着 cE Ky Ra 
HETO, Wik, HEN 。)< 答 cx 成 立 , 由 于 我 们 已 有 委员。， 并 且 
当 c< Re 时 .& -是 奇异 的 ， 是 否 有 xc， 使 得 "= 六 < 成 立 呢 ? BA 
PMN. CEH? 还 是 正则 的 呢 ? 后 者 要 求 <&= cf(c) 


§8 BARRE 
定理 3.29 ”车 s 为 一 不 空 集合 ， 并 且 令 


f:s—>Ca, 
ii] Uranf 是 一 基数 ， 

证 明 hka, PERN, an 是 一 集合 .并 且 是 一 
序数 集合 .这 样 ，Uranf 是 序数 , 令 B= Uranf, RAB .我们 
希望 去 证 明 8= 有 . 若 不 然 ， 即 5<8. 则 有 一 *Es， 使 得 B<f( 4) 
E f(x)Eranf, 因 此 /xz) 委 BE, 并且 又 因为 f(x)ECa, 所 以 ， 

n. 


fC) =F@)<B GREAT AAP: B< fo Sf) <A 
成 立 , 因 此 ， 蓝 得 了 和 欲 证 结果 成 立 。 
定理 3.30 车 为 一 不 空 集合 ， 并 且 令 
fis——>Ca, 
且 有 一 *Es， 使 得 /(%) 为 无 穷 基数 , Bl fe) € Car M Uranf 为 一 
无 穷 基数 ， 即 
Uranf €Car. 
证 明 由 定理 3.29，UranfEcar ， 并 且 对 于 yxEs,. 由 题 设 ， 
f(s) €CarB f(#)<Uranf .和 欲 证 结果 成 立 ， 
定理 53,31 存在 一 序数 4， 使 得 


a= Na 
成 立 。 
证 明 现在 我 们 定义 一 函数 AX， 使 得 
h:0—Car 
且 h(0)= No, 
hing n= X wem (n€@) 


成 立 。 由 定理 3.30， 我 们 有 Uianh€ Car。 因 此 ， 有 ccEoOn， 使 得 
代 。= Uranh HOS Na BEL No. Al RA En € @,0<A(n). 
由 注 记 3.1， 就 有 

Ra Raw = hin SN as 
jX—-F A, HH Te= 8. 

定义 3.14 ”一 基数 只 。， 如 果 CCK, 且 &R。 是 正则 的 〈 即 cf 
CRO=Ne), WKN. RHR TAN. 

注 记 3。3 是否 存在 弱 不 可 达 基 数 呢 ? 这 是 一 个 尚未 解决 的 
问题 .也 就 是 说 如 像 定理 3,31 中 的 序数 w, 我 们 不 知道 是 否 有 cf(w) 
二 0 成 立 。 

$9 序数 的 划分 与 良 序 集合 的 划分 


我 们 已 经 指出 ， 基 数 是 对 序数 拨 它 们 是 否 存在 双 射 函数 所 作 
的 分 类 ， 由 于 双 射 函数 的 性 质 ， 容 易 获 得 这 种 分 类 还 具有 三 个 性 
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质 。 自 反 的 ，《〈 即 任 一 序数 w 都 与 “是 一 一 对 应 的 )， 传 递 的 《车 4 
与 6 是 一 一 对 应 的 ， 有 与 ?是 一 一 对 应 的 ， 则 c 与 ?也 是 一 一 对 应 的 ) 
和 对 称 的 (车 4 与 B 是 一 一 对 应 的 ， 则 8 与 ¢ 是 一 一 对 应 的 ), 具 有 这 
三 性 质 的 分 类 也 常 称 为 等 价 类 或 划分 ， 由 序数 的 性 质 和 子 集合 分 
离 原 则 ， 我 们 指出 ， 每 一 个 划分 都 是 一 集合 ， 在 这 些 划分 (序数 
集合 ) 中 ， 按 序数 的 自然 次 序 HC 关系 )， 那 个 最 小 的 序数 称 
为 基数 ,按照 这 种 划分 ， 每 一 个 序数 a 都 属于 其 一 划分 ， 该 划分 的 
景 小 序数 (开始 序数 )， 就 称 为 4 的 基数 ,也 就 是 说 ， 每 一 序数 都 
有 它 的 基数 ， 即 它 的 代表 。 

在 序数 的 上 述 划分 中 ， 每 一 有 穷 序数 〈 自 然 数 ) 所 对 应 的 划 
分 中 ， 都 恰 有 一 个 元 素 ， 就 是 和 它们 相对 应 的 那个 自然 数 ,而 每 
一 无 穷 序 数 记 对 应 的 划分 都 是 序数 的 无 穷 集合 ,对 此 ， 我 们 引进 
下 一 定义 。 

定义 3.15 ”对 于 任意 的 序数 集合 s 和 基数 BEs， 如 果 满 足 条 
件 : 

C1) 车 xE€s， 则 BE 或 B==% 
C2) 若 g 是 大 于 B 的 那个 最 小 基数 , 则 VxEa(B<x>x Es), 
那么 我 们 称 s 为 序数 的 一 截 段 (6 的 上 截 段 )。 

对 于 有 穷 序 数 ， 我 们 可 以 看 作 它们 都 是 退化 了 的 (退化 到 一 
D RER, -RE 都 有 唯 一 的 基数 与 之 对 应 ， 并 且 反 之 
亦 然 ， 序 数 的 截 段 与 基数 是 一 一 对 应 的 。 

定义 3.16 ”对 于 任意 的 序数 x?，B8， 我 们 称 集合 

{xl(r=eVae x) Ax€ B} 
为 序数 w 到 8 之 间 的 一 段 ， 并 记 做 Seg(c,8)。 

显然 ， 当 xc= 0 时 ，Seg (0,8) BAM HW, 4 B< 时， 
Seg(0,B) 是 空 集合 名 ,显然 ， 对 于 任意 的 序数 4,B6，<Seg(4,86)， 
E > 都 是 一 良 序 结构 ， 

定理 2,.49 已 经 指出 ， 任 意 的 良 序 集合 ， 都 有 一 序数 与 之 辐 
构 ， 在 我 们 对 序数 作 进 一 步 分 析 时 ， 就 不 难看 出 ,与 任 一 序数 4 同 
构 的 良 序 集合 进行 汇合 时 ， 可 以 获得 这 是 一 个 类 .也 就 是 说 ,对 于 
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任意 的 序数 c， 我 们 有 类 
{s|SRCR BFFsAIso(s,e,R,€))}, (3.19) 

并 且 可 以 把 这 一 类 记 做 Is(&)， 这 样 就 对 良 序 集合 作 了 一 种 分 类 ， 
容易 证 明 这 些 类 都 是 不 空 的 ， 并 且 分 类 的 原则 是 存在 保存 的 函 
数 ， 这 样 ， 这 种 分 类 的 原则 就 说 明 分 类 的 类 关系 是 自 反 的 ， 传 递 
的 和 对 称 的 ,这 就 对 良 序 集合 作 了 一 个 等 价 的 划分 ， 

定理 5.32 ”对 于 每 一 序数 w， 类 Is(%) 都 是 真 类 。 

HE BA DA Ae 

基数 是 对 序数 的 划分 ,每 一 划分 都 是 序数 的 一 截 段 ,无 穷 基 数 
对 应 的 截 段 本 身 也 是 一 无 穷 集合 ,每 一 序数 ,又 是 一 类 良 序 集合 的 
代表 ,这 样 ， 基 数 也 就 是 若干 类 和 良 序 集 合 的 代表 了 ,具体 地 说 ， 对 
于 每 一 良 序 集合 ;， 都 有 了 唯一 的 序数 4， 使 得 它们 是 同 构 的 ， 而 序 
数 &k 有 它 的 相应 的 基数 K， 即 K=& ， 这 时 ， 我 们 也 可 以 说 ， 天 是 
良 序 集合 s 的 基数 ， 

由 上 述 基 数 对 于 良 序 集合 的 分 类 过 程 ， 所 使 用 的 类 关系 也 是 
自 反 的 ， 传 递 的 和 对 称 的 ， 所 以 ， 基 数 对 和 良 序 集合 的 分 类 也 是 一 
种 划分 ,基数 只 是 这 种 划分 的 代表 而 已 ,这 里 我 们 再 次 看 到 分 类 ，、 
划分 并 且 进 而 选择 代表 的 方法 是 数学 中 一 个 常用 的 基本 方法 。 


$10 On 与 Ca 的 同 构 性 


定义 3.17 任 一 类 C， 和 关系 RCCKXC, REEM, =k 
的 ， 对 于 C 的 任 一 不 空子 类 Co Æ Cs 中 都 有 一 R 首 元 素 ， 并 且 如 
ROWFREARER, DRTE EC, 

Ox(x)= { ylyECAyRa} 

都 是 一 集合 ， 则 称 关 系 尽 是 良 序 了 类 (Cs 

一 类 C， 如 果 存 在 一 关系 尽 良 序 了 C， 则 称 C 基 一 良 序 类 ， 当 
C 是 一 真 类 时 ， 也 称 C 为 良 序 的 真 类 ， 

定理 5.35 ”序数 类 On 是 一 良 序 的 真 类 ， 

证 明 (LMC 良 序 了 On, 我 们 已 经 知道 € 对 于 On 是 传递 
H, ZK hj E On 的 任 一 不 空子 类 中 都 有 首 元 素 ， 由 序数 的 性 
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质 ， 显 然 ，On 对 于 E 是 左 犹 窗 的 ,这 就 完成 了 和 欲 证 结果 。 

定理 3.34 所 有 无 穷 基数 组 成 的 类 Car 是 一 真 类 。 

证 明 ”由 基数 的 性 质 和 定义 3.12, 我 们 有 一 类 函数 六 On 一 
Car ， 并 且 这 一 函数 /是 一 对 一 的 , 即 对 于 任意 的 c，8EOn，% 关 8 
时 ， f(@)=0,, f(B)=0; @,#0, ranj/= Car， 由 此 ,可 得 广 :: 
Car-~>On. 且 On=ran 广 :， 因 此 ， 若 Car 是 一 集合 ,由 替换 原则 ,可 
8, On 是 一 集合 ， 这 是 一 个 矛盾 ， 从 而 完成 了 欲 证 结果 ， 

定理 5.55 Ca 是 一 真 类 ， 

证 明 因为 Ca=OUCar， 所 以 ， 我 们 有 Car= Ca 一 0， 若 Ca 
是 一 集合 ， 则 Car 是 一 集合 ， 从 而 获得 一 矛盾 ， 欲 证 结果 成 立 。 

定理 3.36 Car 是 良 序 的 ， 并 且 基数 的 自 然 次 序 之 良 序 了 
Car. 

证 明 由 定义 3,5， 直 接 获 得 基数 的 自然 次 序 << 是 传递 的 ， 
有 三 上 野性 的 ， 并 且 Car 的 任 一 不 空子 类 都 有 首 元 素 〈 因 为 序数 的 
任 一 不 空 类 都 有 一 最 小 序数 ， 它 就 是 所 要 求 的 首 元 素 )，Car 的 左 
狭 窗 性 是 因为 ， 对 于 任意 的 xE Car ,我 们 令 

O(%)= {ylyECarN\y<%}, 
HEN312, AAR f:On->Car ,因此 有 了 序数 a, 使 得 
x 二 Wa，Q 是 集合 这 样 ran (ff 是 一 集合 ,而 0 CH= 
ran( FR) RMT KEAR. 

定义 3,18 $ C1 与 C: ABTHK, SRR RAA RYT 
C, 与 Cx， 如 果 存 在 一 个 一 对 一 的 类 函数 fi CeCe 使 得 对 于 任 意 
的 %， yECob 都 有 

xRiy 一 xs)RzFCy) 
Row, WRC ROC, ROAM. 

定理 3.37 两 个 良 序 类 On 与 Car 是 同 构 的 。 

证 明 ” 据 类 了 泡 数 1 的 定义 ， 使 得 对 于 任意 序数 &，f(%)=0。， 
这 一 函数 是 保 序 的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 任意 的 序数 4,6， 如 果 a< 
B， 则 有 @。 达 0s， 亦 即 f(a) 达 1(8 ) 因此 函数 /是 保 序 的 ,这 就 得 
到 了 和 欲 证 结果 ， 


习题 
3.1 SRR 六 OOXO-eaO 是 如 下 定义 的 画 数 ， 


Jeff +y, 4y<x, 
y tyt, “xy, 
证 明 (1) 是 0X@ 与 0 的 一 双 射 函数 ， 
(2) 存在 一 对 一 的 函数 瓜 :@-@ 与 也:O-e@O， 使 得 对 
于 任意 的 2E@m， 邦 有 
ICK), L(z)) =z. 
3.2 BLHDRSIP RR] HAMAR, HHERAOXOL 
一 良 序 关系 。 
3.3 邻 尺 是 集合 s 内 的 一 良 序 关系 ， 定 义 一 画 数 /大 如 下 4 
(1) dom f,=rank. 
(2) 对 于 任 一 xE dom fr 令 
fx(x)=Sup{ fe y)ly EranRA yR }, 
证 明 : 
《1》 对 王储 一 *Edom fx，fx(%*)》 为 一 序数 ， 
(2) ranjfa 是 一 上 序数。 
3。4 对 于 任 总 的 集合 $， 它 的 哈 拉 格 斯 (Hartogs》 数 是 (s) 为 最 
小 的 序数 4 使 得 不 存在 从 4 到 s 的 单 射 f。 
证 明 ， 
D 对 于 任意 集合 s。 日 (Ss) 是 基数 ， 
D 对 十 任意 的 序数 ，H(Q) 是 大 于 4 的 最 小 的 基数 。 
3.5 IEH, 
(1) On= UCa, 
(2) On= UCar, 
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本 章 前 三 节 建 立 传递 闲 包 、 集 合 的 秩 、 良 基 集 合 与 外 延 集 
合 等 概念 ， 第 四 节 建 立 集合 的 分 层 ， 第 五 节 证 明 函 数 相 容 性 定 
理 ， 给 出 了 从 函数 位 去 构造 函数 的 方法 ， 第 六 、 七 节 建 立 了 递归 
定理 和 超 穷 递归 定理 ， 第 八 至 十 节 阐 述 和 良 基 概 念 ， 第 十 一 节 建 立 
同 构 的 一 般 概 念 。 本 章 的 基本 思想 是 运用 序数 概念 ， 对 集合 进行 
分 层 处 理 ， 建 立 良 基 概念 ， 得 到 一 些 重要 的 方法 。 


51 传递 闭 包 


在 第 二 章 中 我 们 引进 了 传递 集合 的 概念 ， 它 构成 序数 的 一 个 
基本 条 件 ， 在 集合 论 中 ， 传 递 集合 还 有 它 自身 的 独立 的 意义 ,在 
第 二 章 中 我 们 已 讨论 了 许多 传 递 集 合 ， 任 一 序 数 都 是 一 传递 集 
合 . 当然 ， 有 许多 集合 是 不 传递 的 ， 现在， 我 们 来 举 二 个 例子 ， 
1 例 4.1 {2} 是 不 传递 的 因为 1E2，2E(2+， 显 然 ， 
{2}， 故 {2}) 是 不 传递 的 ， 

例 4.2 令 s 二 {0，@+1， OF2, ser , 0+0}, BR, s 也 
是 不 传递 的 ， 因 为 ,oEs，0Eo:;1Eo， 但 是 0 人 1¢s, WH, 
无 穷 集合 也 有 不 传递 的 ， 

序数 一 定 是 传递 集合 ， 但 并 非 一 切 传递 集合 都 是 一 序数 ， 

例 4.5 s= {0，1，{1}ji 是 一 传递 集合 , 但 并 非 是 一 序数 ， 

传递 集合 比 序数 要 广泛 一 些 , 但 并 非 一 切 集合 都 是 传递 集合 ， 

虽然 如 上 给 的 集合 {2} 是 不 传递 的 ,但 是 ， 我 们 可 以 构造 出 比 
它 大 的 传递 集合 

s= {0,1,2,{2}}, 
s={0, 1,2,{2}, {{2}}}. 
不 难 验证 ， 集 合 5 与 so 都 是 传递 的 ,并 且 有 {2} Es1,，{2} Es, 
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与 SC +sz。 对 于 例 4,2 中 的 集合 s， 我 们 也 可 以 构造 集合 
ss3= {0,1, 2,00 OD, OtL, ee @+0,s}, 
Si={0,1,2, sevens O,O+1, ++ O+0,5,{s}}. 
不 难 验证 ， 集 合 s; 与 s, 都 是 传递 的 ， 并 是 有 sss, sEs 与 
ss 忆 41841, 减少 s: 的 元 素 到 s,， 它 仍然 传递 ， 且 有 条 件 {2} Es, mia 
果 要 求 保持 把 12} 作 为 元 素 条 件 ， 再 去 减少 它 的 元 素 ， 那 就 必然 
获得 不 传递 的 集合 。 换 句 话说 ，s: 具 有 其 种 最 小 性 质 . 类 似 地 ，ss 
也 具有 某 种 最 小 的 性 质 ， 为 了 获得 如 上 所 述 的 具有 某 种 最 小 性 质 
的 集合 ,我 们 引进 下 述 定义 ,建立 相应 的 定理 。 
对 于 任意 给 定 的 集合 %*， 我 们 令 
so(%) = {x}, 
Sn+1(%)= Usa Cx) | 


So(%) = Us,C%). 
new 


定义 4.1 对 于 任意 给 定 的 集合 x*， 如 果 和 集合 9 为 满足 条 件 
aE y 的 最 小 传递 集合 ， 则 称 集合 y 为 x 的 传递 闵 包 . 

定理 4.1 对 于 任意 的 集合 x，so(%) 是 # 的 传递 闭 包 ， 亦 即 

(1) %Eso(%)， 

C2) sox) 是 传递 的 ， 

(3) 若 YEy 且 ?是 传递 的 ， 则 s。(%)2C ye 

证 明 C1) xE{x}Cso(%)。 

(2) 若 zEs。(%)， 那 么 就 有 某 一 hn€Em， 使 得 *E s,(%)， 这 
样 ， 若 1Ez， 则 1E€ so41(x)， 从 而 Es。(x)。, 亦 即 s。(%)〉 是 传递 的 ， 

(3) 设 y 是 传递 的 ， 且 xE y， 因 此 sexz)C7Y， 若 se-(Y)Cy， 
那么 由 y 的 传递 性 ， 就 意味 着 ss+1(4)Cy， 这 就 有 sa(x) 二 yy 这 
就 完成 了 定理 4.1 的 证 明 ， 

显然 ， 例 4.1 中 集合 {2) 的 传递 闭 包 是 so 例 4.2 中 s WERE 
EEs. 

Bl 4.4 4s={0,{0,{o}}}, RERE sols). 

解 so= {s} = {{0, {0,{0}}}}, 


。 * 


= Uso=s, 
s= {0, 1, cee .0,{o}}, 
Ss= Use™ {0,1 , 0° ,0}。 CBlo+1) 
St 一 Usama, 
因为 当 *Eo， 且 4 委 ; 时 ，si 恒 为 @, 所 以 ， 我 们 有 ， 


So(3) 一 ,ds。 
一 { 0,1, ,0, {o}, {0, { o}} ’ { @, {0, {o}}}}. 


例 4.5 Ss={0,1,-{{o}} RAE BA sols). 
解 ， So 一 13) 一 人 01 


SI 一 Us 一 
So= Usi={O,1, ce .{o}}, 
ss= Us:= {0,1, oe O}. (Bflo +1) 


s= U s=, 


MiCoHs<i, siao, MU, RNA 


= {0,1, ,0, {0}, {4{0}}, (0,1, =e ,{{0}}}}, 

例 4.4 中 的 s 是 一 有 穷 集 合 , 它 的 传递 闭 包 为 一 无 穷 集 人 台 . 由 

定理 4.1， 对 于 任意 的 集合 x*， 它 的 传递 闲 包 总 是 存在 的 ， 也 就 是 

so(%) .任意 的 集合 * , 它 的 传递 闭 包 在 @ 步 内 总 是 串 以 获得 的 ,这 
两 个 例子 说 明了 ， 求 传递 闭 包 的 运算 过 程 与 方法 。 


§2 集合 的 秩 与 良 基 集 合 

定义 4,2 令 s 是 一 传递 集合 ， 我 们 定义 s 的 秩 函 数 rnk 如 下 ， 

(1) dom(rnk)=s, 

(2) ran(rnk)COn, 

(3) 对 于 任意 的 *Es， 

rnk(x)=Supirnk(y)| yExANyEs}. 

Bj 4.6 $s, ={0,1,2,{2}), DR, RE-ZE. WF 

任 一 %Esi， 我 们 可 以 按 下 述 步骤 求 出 rnk(%) 的 值 ， 


rnk(0) = 0, 
rak(i)=Supirnk( y)|y€1} 

= Supirnk(0)|0G1A0€E si} 

=], 
rnk(2)=Sup(rnky|y€ 2} 

=2, 
rnk((2})=Supirnky| y€ (2}} 

一 3。 
例 4.7 Asem {0,1,2,3,{2},43),{{3})}, 显 然 s; 是 一 传递 
集合 ,对 于 任 一 + Es， 我 们 可 按 下 述 步 又 求 出 rnkC(x》〉 的 值 ， 
rnk(0)=0, 
mk(1) =Sup{rnk( y)| y€1)} 
=Supirnk(0)|0€1} 
=1, 
rnk(2)=Sup{rnky | y € 2} 
=2, 
rk({2})=Sup{rnky| y€ (2}} 
= 3, 

我 们 如 果 令 ss= 40,1,2,3,{2), (3),《{2}))}， 则 显然 ss 是 一 传 
递 集合 .对 于 任 一 x€ ss， 我 们 求 rak) 的 值 如 下 ， 经 计算 ， 
rnk(0)=0, rnk (1)= 1, rnk (2)=2, rnk((2})=3, 此 外 ， 还 
有 ， 

rnk(3) =Sup{rnk(y) | y € 3} 
=3, 

rnk({{2}})=4, 

mk({3})=4. 

由 上 述 例 子 ， 不 难看 出 ， 对 于 上 述 传递 集合 si EVAR 
我 们 记 做 raki， 而 对 于 传递 集合 s: 定 义 的 秩 函 数 记 做 rnks. 这 时 ， 
我 们 有 rnkii (si Ns) =rnk (si1 人 sz)、 而 这 种 情形 是 否 一 般 都 成 
立 ? 进一步 问 ， 对 于 任意 的 集合 %， 其 秩 函 数 rnkC(%x) 是 否 是 存在 
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且 唯 一 的 呢 ? 这 是 我 们 需要 研究 的 ,定理 4,2 的 结论 是 说 ， 若 存在 
的 话 ， 一 定 是 唯一 的 ， 定 理 4,3 证 明了 它 的 存在 性 ， 也 就 是 说 ， 
定义 4.2 是 合理 的 。 

定理 4.2 Es, HERRA, rmk, rk. 分 别 为 它们 的 秩 
函数 ， 那 么 sun ss 是 传递 的 ， 并 且 rnki (stnsz) 一 rnk 站 (sinsz)， 

证 明 首先 ， 若 *Esinss，yE%， 由 s 与 s: 的 传递 性 ， 我 们 
有 yEsi，yEs， 故 yEstns:， 亦 即 sins:* 是 传递 的 。 

其 次 ， 若 有 xyEsinsz， 使 得 rnki(x) 闪 rnks(x)， 我 们 可 令 o 为 
最 小 的 序数 a=rnki (y), AB rok(y) rak:(y), y ENS 
如 果 sE y, rnki(z)<e@, Mrnki(z)=rnk.(z), AAT 

rnk:( y) =Sup{rnke(z) |z€ y} 
=Sup{rnk: (2) [z€ y} 
=rnki(y), 
这 了 矛盾 于 y 的 选取 ， 故 欲 证 结果 成 立 ， 

由 定理 4.2， 对 任意 集合 x， 它 在 其 传递 闭 包 s。(Y) 上 的 秩 函 
数 如 果 存 在 的 话 , 它 就 一 定 是 唯一 的 :由 之 ,对 它 我 们 记 为 rnk(x) 
是 合法 的 。 

定义 4.3 一 集合 * 叫 做 良 基 的 ， 如 果 它 属于 某 一 传递 集合 并 
且 在 其 中 它 的 秩 函 数 是 存在 的 ， 

定理 4.3 每 一 集合 都 是 良 基 的 。 

证 明 ”由 定理 4.1， 任 一 集合 x 都 属于 传递 集合 s。(%) ,问题 在 
于 它 是 否 都 有 秩 函 数 (我 们 已 经 指出 ， 如 果 有 的 活 它 一 定 是 唯一 
的 ) 。 现 在 假定 « 不 是 良 基 的 。 由 存在 极 小 元 原则 ， 在 传递 闲 包 
sox) 中 必 有 一 集合 不 是 良 基 的 ， 并 且 假 定 y EEs) Pi 
足 这 种 非 良 基 性 的 关于 € 的 最 小 的 元 素 ， 所 以 ， 若 2 € y， 则 z 是 
良 基 的 , 令 s=s。(y)， 这 样 ， s={y} U U se (2), 对 于 每 一 2€ y， 


都 存在 s。(z?)》 EARRA WI. RIE Y Sa) 上 就 有 秩 


函数 rnk(z), 现 在， 我 们 令 ， 
f(y) =Supirnk(z) |z€ y}, 


BOR, f(y) 就 是 s 上 的 一 秩 函 数 ,这 样 ,y 是 良 基 的 ， 这 与 y 的 选 
择 矛 盾 , 因 而 证 明了 我 们 欲 证 的 结果 ， 
定义 4.4 对 于 任 一 集合 Y*， 我 们 称 rnk(Yy) 为 < 的 秩 ， 


$3 外 延 集合 


定义 4.5 ”对 于 任 一 集合 *， 如 果 满 足 条 件 

VXESV vy slur y> Esl Exs yVed xAz€ yd, 
则 称 集 合 s 为 外 延 集 合 。 

例 4.8 4s={0,1,2,0°}, 我们 验证 3 是 一 外 延 集 合 .首先 ， 
0+1, AAO, (H0C1. AH, TUROA, 040+. KK, 
1#2, AA1¢1, (2162, AR, TURRI Aot., B=,240%, 
因为 2Eo+，2 人 2。 

例 4.9 4 s={0,1,2,0°,{9}}, RIBWIEE HD E— IMER 
E- A BRN FES PSOE Al BO {0}. 

fl 4.10 4s={1,2,(5},{o}}, sT EIERS, AW 我 们 
在 s 中 无 法 判断 {5} 与 {0} 是 否 相 等 。 

定义 4.6 ”如 果 有 从 s 到 # 的 双 射 函数 / ,使 得 ;对 于 任意 的 集合 
x, Y, WA: 

sE ys f(s Ef), 
则 集合 * 与 4 称 做 是 E 同 构 的 ， 

定理 4.4 车 * 是 一 外 延 集合 ， 则 存在 一 传递 集合 w AM s 到 4 
的 唯一 的 双 射 函数 六 使 得 它们 是 E 同 构 的 ， 

证 明 我 们 施 归 纳 于 集合 % 的 秩 rnk(x) 来 定义 函数 Jf， 车 
rnk(%) 二 0， 令 (x) 二 多， 如 果 对 于 使 得 rnk( y) 过 a 的 所 有 的 >， 
f 已 被 定义 ， 那 么 车 % CsArnk(v)=e, + 

feast fy EA y Esr (4.1) 
这 样 ， 我 们 就 定义 了 函数 /， 取 
w=ran(f), 
HBA, BR. yvEuxrflCwE fx). 
PII WS MBP, Baty MW fos fly). BR 


TAHA Fa Max(rnk(#) ,rnk(y)). 当 a=0, 我 们 有 %= y=. 
车 对 于 所 有 秩 小 于 % 时， 论断 是 真 的 ， 那 么 当 %*< 近 y 且 rnk(%) 一 
rnk(y)=0, Es, RRM, Rec x be y Miz) E f(x). # 
SODES, WARTE AE y, fl =f). {AH Max(rnk(z), 
mk(4))<a, XPze—t.Alk, Ey FA MUSOEf Cy, K 
fC) f Cy) RIM T — At — As EBA. 

现在 ， 设 1j(x)€ 1 (y)， 那 么 由 f 的 定义 ,我 们 有 31Es(i Ey 
Afm=fl)), BU, =x, Ey, BR, fides 与 4 的 E 
Ay. 

现在 ， 我 们 来 验证 4 是 传递 的 。 因 为 如 果 xE f(y)， 由 f 的 构 
造 ， 则 有 zEs，zEy 且 4 二 f(z)， 因 此 ， 我 们 有 x En， 亦 即 4 是 传 
BAN. 

再 证 唯一 性 . 若 不 唯一 ， 且 fo J 是 满足 这 一 性 质 的 两 个 函 
数 ， 令 cx 是 满足 条 件 ， 

XEs, rak) =g, 
fix) = fela) 
的 最 小 的 序数 ， 不 失 一 般 性 ， 设 集合 y 满 足 ， 
yE f(x)AyE fate). (4.2) 

但 是 ， 因 为 它们 的 值 域 是 传递 的 ， 所 以 就 存在 z?E% 且 y= 
fE), enk(z)<rnk(s) =e. KARA 户 (z)= /ztz)， 这 样 就 有 
fez Efz(x)， 即 yE (xz)， 这 与 (4,2) HABA, fi = fe 

综 上 ， 就 完成 了 定理 1.4 的 证 明 ， 

这 是 一 条 重要 的 定理 ， 不 仅 在 集合 论 的 研究 中 起 着 重要 的 作 
用 .而 且 它 的 证 明 方 法 也 是 值得 重视 的 .这 种 对 于 集合 揭 秩 施行 归 
纳 法 ， 我 们 今后 还 要 多 次 使 用 ， 


§4 集合 的 分 层 


首先 ， 我 们 把 那些 它 自 身 不 是 集合 而 我 们 又 希望 它们 作为 集 
合 的 元 的 一 切 事物 聚 集 起 来 ， 把 这 样 的 事物 叫做 原子 (或 称 为 本 
元 ) .例如 ， 我 们 希望 有 可 能 痰 论 一 切 英 文字 母 串 的 集合 ， 那 么 我 
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们 必须 把 所 有 这 26 个 英文 字母 形成 的 囊 包括 在 我 们 的 原子 集合 之 
中 。 
现在 ， 我 们 着 手 建立 集合 的 一 个 层次 (图 4.1)。 
Uc U CU gree nee . 
我 们 在 底层 (如 图 4,1 中 的 垂直 排列 ) RUSsAARTRATH 
集合 ， 


图 4.1 Uo 是 原子 的 集合 A 


第 二 层 将 包含 原子 集合 及 原子 集合 的 所 有 子 集合 ， 
U,=UyyPA(U9) = Ay D(A). 
第 三 层 包 含 前 一 层 中 的 每 件 事 物 并 加 上 以 前 各 层 事 物 的 所 有 
子 集合 ， 
Us= UVBU)., 
一 般 地 ， 
Usr= UU PU,), 
Flt, RIHAR.’ Ui, Ur, ree 。 但 是 甚至 连 这 个 无 
HAKLKA AT RBH RA. HIM, OCU, (O} EU, 
(D, {O}}CuUs, 等 等 ,但 我 们 还 是 没有 元 穷 集 合 。 
{ZG}, {GH} }。 
为 了 补救 这 个 缺陷， 我 们 取 无 穷 并 
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U,2U UU yee. 
然后 ， 又 令 Uoun=U.uGU.), 而且 连续 不 断 , 一 般 地 ， 对 于 
任何 序数 w， 

Uasu=UaU BU .,), (4.3) 
HABEAS A”. REMEMBER AA HY, IRA 
总 不 能 仅 取 至 今 所 获得 所 有 层 的 并 ， 而 须 取 那 个 并 的 医 集 合 ， 
且 继 续 不 断 。 

“永远 ”这 一 概念 ， 可 以 理解 为 我 们 的 序数 的 不 断 说 大 ， 序 数 
从 0,1,2,……… 开 始 ， 其 次 有 无 穷 序数 bp， 然 后 人 +1，@ + 2， eee 
一 直 进 行 到 “永远 ”， 

基本 原理 叙述 如 下 ， 每 一 个 集合 都 出 现在 这 一 层次 中 的 某 个 
地 方 ， 亦 即 ， 每 一 个 集合 s 都 存在 其 一 个 满足 sEU si OBA, 
一 集合 是 什么 呢 ? 集合 就 是 我 们 的 层次 中 某 一 层 的 元 。 

例如， 假设 x 和 y BRA. 也 就 是 说 ， 存 在 序数 c，8 使 得 
EU AVEU pass 3¢ FRU TEBK HE BT Uan BA, 
4，? 责 者 都 在 ert 中 ， 因 为 每 一 层 都 包含 以 前 的 一 切 层 因此。 
在 Up:: 中 ， 我 们 有 对 集合 {%,，y}。 另 一 方面 ， 我 们 不 能 获得 一 个 
所 有 集合 的 集合 ， 即 一 个 具有 将 一 切 集 合作 为 元 的 集合 ,现在 ， 
我 们 令 


U= UU z» (4.4) 
为 了 解决 基础 问题 和 逻辑 问题 ， 原 子 集合 A 是 没有 必要 的 ， 
正如 我 们 已 经 进行 的 那样 ， 我 们 把 数 《自然数 、 整 数 、 有 理 数 、 
实数 和 复数 ) 都 用 某 种 集合 来 代替 ， 亦 即 在 这 样 的 论 域 中 的 一 切 
都 是 集合 ， 连 集合 的 元 素 也 都 是 集合 ， 这 样 的 系统 ， 人 们 称 之 为 
纯 集合 系统 , 仅 从 应 用 角度 考察 问题 ， 而 不 是 研究 集合 论 乃 至 数 
学 的 基础 问题 ,有 原子 论 域 的 确 要 方便 一 些 。 不 过 ,我 们 还 是 应 当 
了 解 纯 集 合 系统 ， 了 解 它 的 意义 .并 了 解 序数 是 集合 论 的 中 抠 。 
当 我 们 排除 掉 原 子 ， 即 4= 作 时 ， 图 形变 罕 了 (图 4,2), 这 个 
构造 简化 了 .我们 简单 地 有 
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= S, Vien=ViUDACV.), 
V= UVa, V=UV,. (4.5) 


aenan 
| 
1 
| 
|e 
| 
| 
| 
| 
| 
|? 
| 


| 
| 
| 


Vu 


图 4.2 序数 是 全 域 的 中 枢 


$5 ARKET 


现在 我 们 讨论 函数 的 相 容 性 这 一 概念 ， 

定义 4.7 ”对 于 任意 的 两 个 函数 /六 co 如果 对 于 任意 的 
x€dom(f)Ndom(z), BA 

f(x)= g(x) 

成 立 ， 则 称 函 数 /和 8 是 相 容 的 . 

定义 4.8 由 某 些 函数 构成 的 集合 ce， 如 果 c 中 任意 两 个 函数 
f，g 都 是 相 容 的 ， 则 称 c 是 相 容 的 

定理 4.5 通 数 /，g 是 相 容 的 ， 当 且 仅 当 /Ug 是 一 函数 ， 

定理 4.6 KA, EHAK, SHNA 
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ft (dom( f) Ndom(g)) = gf (dom¢ f) dem(g)). 

ERM pe EARS RH : 

定理 4.7 WR 是 一 相 容 的 函数 集合 ， 则 Uc 是 一 函数 ， 并 
有 dom( Uc)=U {dom f| fee}. 

证 明 显然 ，Uc 是 一 关系 。 现 在 我 们 来 证 明 它 还 是 通 数 , 令 
F=Uc, Blw, yOCR, 《x，y22EF, 有 f，j2 Ec， 使 得 
Cas yDE fis yD E fa BEAT So AAR, JF Er Edom f) 
Ndom( f2), RA 

yi fie) = fre) = yao 

对 于 定义 域 的 证 明 是 容易 的 ， 从 路 

上 述 定理 告诉 我 们 ， 从 相 容 的 函数 集合 出 发 ， 我 们 能 够 形成 
一 新 的 函数 ， 这 一 函数 开拓 了 所 有 的 已 知 的 相 容 画 数 ， 


§6 递归 定理 


在 第 二 章 8$ 8 序数 ARBRE, RAB, E 
义 方式 有 点 特别 ， 在 定义 函数 在 序数 a 的 值 时 ， 常 常用 到 在 自 变 
量 取 小 于 4 的 序数 时 f 的 值 ， 但 是 当时 我 们 没有 讨论 这 种 定义 的 
合法 性 。 本 节 和 下 一 节 我 们 米 讨论 这 一 问题 ,并 且 在 本 节 我 
们 把 函数 的 定义 域 局 限 在 上 ， 然 后 ， 在 下 一 节 我 们 讨 沦 把 定义 
域 扩充 到 真 类 On 上 的 情形 。 
我 们 首先 考察 两 个 例题 。 
例 4.1] 函数 :0>@ 是 如 下 定义 的 ， 
2(0)=1, 
gin ) 二 NW?， 对 于 每 一 n€ 0。 
例 4,12 ”函数 0->0 是 如 下 定义 的 ， 
f/(0)=1, 
few )=f(n)en* WFR—n EQ. 
这 两 个 例子 虽然 简单 ， 但 定义 的 格式 是 不 同 的 。 Be HE 
义 给 出 了 ， 对 于 任意 的 %Ew， 去 计算 g 的 显 式 指令 ， 确 切 地 说 ， 
它 能 够 使 我 们 塑造 一 条 件 p(%x,y》 使 得 
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g(x%) 二 y 当 且 仅 当 p(x). 
例如 ， WS, (% 一 0 一 y 一 1)V 习 2EO(Y 一 -ys 一 M2)) 为 公式 
p(x,y)， 满 足 此 条 件 的 浮 数 g 的 存在 唯一 性 本 由 分 离 原 则 和 外延 
原则 并 利用 下 式 得 到 
g= (<n, y ey COA by, y)}. 

相反 地 ， 例 4.12 中 /的 定义 并 未 告诉 我 们 对 于 zxEw 时 ， 如 何 
EVA (+) 的 显 式 指令 ， 而 它 需 依 赖 于 对 于 某 些 自 变量 小 于 7 
时 ， 函 数 / 已 经 获得 的 值 ， 它 不 是 直接 明显 地 去 陈述 一 个 条 件 p, 
MAPA BAM CAM, t43 

f(x)=y SERA p(x,y)。 

但 是 我 们 能 够 说 例 4,12 中 的 函数 /应 该 满足 已 经 给 定 的 条 件 ， 
“了 是 从 @ 到 o 的 一 函数 并 且 它 满足 初始 条 件 。，f(0)=1 和 递归 条 
件 : VnEof(n')=f(n)* nt)’. 

这 种 定义 方式 在 数学 中 已 经 广泛 地 采用 了 。 就 例 4.12 而 言 ， 
它 定义 了 阶乘 这 一 函数 m1， 它 的 计算 步骤 可 以 是 (对 于 n!+ E09)， 

0 步 ， 1， 


1 Hy lel, 

2 步 ， (1+1)+2, 

3 步 ， ((1+1)*2)93, 

4 步 ， (CC(11)。2)。3)。，4， 

0+ 步 ， Ce CCC C191) 0203) 04) nm) n+, 


按照 上 述 步 又 ， 对 于 任意 的 自然 数 %， 我 们 都 可 以 一 步 一 步 
地 求 出 /的 值 ， 也 就 是 说 ， 这 一 函数 是 应 当 存 在 的 ， 
定理 4,8 对 于 任意 给 定 的 元 ecEo 和 函数 
g-Q-ra, 
都 有 唯一 的 函数 f:@ 一 8 使 得 
(1) f(0)=a, 
C2) fen )=g( fn). 
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EA ” 先 证 存在 性 。 我 们 定义 对 于 一 自然 数 %! 为 定义 域 的 浮 
Brint ->@ 使 得 它 满足 如 下 的 条 件 : 
Fun(?) Adom(#) =”* A<0,@>€#AV y Cndtedia 
(Ky 2 ELACZ u E E> Cy! wr Et). 
我 们 把 这 一 公式 记 做 4(t,n)， 令 
K= {#|3nA(t,n) }, (4.6) 
fHUK. (4.7) 
我 们 断定 /是 一 通 数 ， 由 定理 4.7 仅 需 证 明 玉 是 相 容 的 ,. 令 如 
LEK, doml4)=mE€e@, dom(i)=m2€o BRR, BE 
nms Thin Co MBE MMAR m. RMAC = 
RRT AACN, AAs (0) =a=42(0), © 
K Cm FFA BAR S HA MAR =g g(t2()) 二 
1(k*), PRANAB Em, WALC) =the 
Bk: dom(f)=0, ran(f)co., BRAdom(f)Co, iE 
Hdom( f)=0, RMF —n Co, MAEM 数 !， 使 得 
EK. BENnRNEAICK, dom(=n, 我 们 来 定义 加 ,使 得 


im), 当 m€n 时 ， 


这 样 1 EK， 且 dom (机 )= 二 n+， 所 以 dom(f)=0。 

显然 ，ran(f)Cran(g)Co, 

再 证 ， AERO ) 与 ( 2 ), 因 为 对 于 每 一 上 E KO) =a, 
afo = a, HAN TERA Co, tC K, n€dom(4), 

fat )=t(n* = gn) = gC f(m)). 

这 就 完成 了 定理 所 要 求 的 函数 的 存在 性 的 证 明 。 

现在 证 明 唯 一 性 .假定 还 有 另外 一 个 函 g koo, FAP 
Bs 


n= { 


(a) h(0)=a, 
(b) A(n*)=e(h(n)), SFA o. 
现在 指出 ， 对 每 --nE%， 使 用 数学 归纳 法 ,我 们 都 有 (m= 
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hln), A: 
[()=a=h(0). 
#8 f(m=hn), 
则 Fin*)= g f(n))= ghn) = Rhan, 
FA, f=h, WRR R. 
定理 4.9 已 知 函 数 N@XoX .…… X O->O， 
nik 


Ret Ox OX ……XO->O， 


n 十 1 次 
那么 存在 一 个 w+ CRE oxox. Xxw->m， 使 得 
% 十 1 次 l 
C1) FCO str tg, Ts)=h(X, May eee sXnds 
C2) FCG? Xi, Ya Mn) 
=g( f(x, Xis Nad XI Made 


定理 4.9 的 证 明 仅 是 把 定理 4.8 的 证 明 推广 到 参 变 量 的 情形 ， 
从 上 略 ， 

正如 ， 我 们 例 4.9 中 指出 的 那样 ， 在 计算 f(n+ ) 的 值 时 ， 不 仅 
依赖 于 六 2)， 而 且 依 赖 于 &<% 时 其 它 的 值 。 这 样 ， 我 们 就 需要 
递归 定理 的 下 述 形 式 。 

定理 4,10 FRR g;22(oxo)-o9， 则 唯一 存在 一 函数 f, 
使 得 ， 对 于 所 有 的 4Eo， 有 

f(wW=eC flu). 

He BH, f= fT 0)=¢(D)=g(0). 

我 们 把 这 一 定理 的 证 明 留 给 读者 去 完成 。 

例 4.15 前 驱 函 数 广 o >o， 对 于 任意 自然 数 w， 当 %=0 时 ， 
JO) =0, 4n>0, f(n)=n-1, IRD 


fin =n. 
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4.14 BR#mtn, n>m, CAO, SWE Am-m 
亦 即 


pen 
men = (n--n)*1 = f(m-n), 


Herp f FE B41 3 25 tH BY Bi RB ee 
例 4,15 符号 函数 Sg:o~o， 
Sg(0) 一 0， 
| 
例 4,16 ” 反 符 号 函数 Sg:o~o， 
ES 
Sg(n+1)=0, 
定理 4.11 (递归 定理 ) WrERHRBRGV-V, A 
合 s， 都 唯一 地 存在 一 函数 /使 得 
(1) dom/f=e, 
《2) f(0)=s, 
(3) fln')=G(f(n)), 
在 下 一 节 中 我 们 把 递归 定理 推广 到 更 一 船 的 情形 ， 建 立 超 穷 
递归 定义 的 概念 ， 并 证 明 超 穷 递归 定理 。 


§7 超 穷 递归 


在 集合 论 研 究 中 ， 常 常 是 已 知 类 函数 G， 我 们 希望 超 穷 递归 
地 定义 一 个 类 函数 Ff， 使 得 F 的 定义 域 为 On( 记 作 Fun(F，0On)) 
AA 

F(a) =G( Ff), 

PORES, REFER icity RMT Pe 之 前 的 值 。 因为 是 
WEDT a ARRUN. AFE, Fie 就 是 把 自 变 元 限制 于 小 
于 c 时 的 类 函数 下, 所以， 由 超 穷 归纳 ， 就 应 当 有 FOG Ta). 

定理 4.12 WE G 为 一 已 知 的 类 函数 ， 那 么 存在 唯一 的 类 函 
Hu, WR 


Fun(F,On)AF(a)=G( Fhe), (4.8) 

证 明 让 我 们 来 构造 这 一 函数 f， 首 先 对 于 任 一 集合 通 数 f， 
任 -- 序 数 c， 贱 cc 仍然 是 一 (集合 ) 函 数 。 并且 GCx,y) 为 定义 函数 
G 的 公式 ， 这 样 我 们 可 以 有 公式 ， 


Iye fiey) Na, yp Efe (4.9) 
等 价 地 ， 可 以 把 式 〈4,9) 写 做 ， 
{(@)=G( fle). (4.10) 
出 于 ， 式 4.10) 是 一 公式 ， 所 以 
Eun( 太 8) 人 YeE8 fla)=G( fta) (4.11) 


也 是 一 公式 ， 其 中 有 为 任 一 序数 。 所 以 我 们 有 类 K, LMF: 
K= { f\a8(Fun( f, DAVEE Bf(a)=G( ffa@))}. 
现在 令 F= Uk, 我 们 来 证 明 这 --F 正 是 满足 定理 4,.10 所 要 求 的 类 

其 次 ， 我 们 证 明 f 是 一 个 类 函数 。 因 为 对 于 任意 f, gEK, 
不 妨 假 设 有 

Fun(/,8)AFun(f,6)AB<6, 
我 们 欲 证 ，f=g| 8， 因 为 对 于 任意 4 E66，f 与 g 都 满足 公式 ， 
f(a) =G( fle), (4.12) 

而 式 (4.12) 就 决定 了 /在 B 上 是 唯一 的 ,这 就 意味 着 对 于 任意 的 
f,g 长, 它们 在 共同 的 定义 域 上 是 同一 函数 .所 以 F 就 是 一 函数 ， 
并 且 互 的 定义 域 为 U {dom EK}, WIE 


dom(F)= U dom(/). (4.13) 
fEK 


AE, BREW dom(F)=On. BR dom(F)COn, FHER 
4 we. AJTE- KASEK, Edom NAF SABA, 
亦 即 我 们 有 /= Fl dom( f). XE, WT Ee Edom ( F), F 也 满足 
公式 (4,.13) ,因为 由 4 € dom( FRA PAM Ee — SEK, a Edom( f) 
EOn, 而 f 在 om(/) 中 满足 (4,12), 并 且 f=Fhdom(f). 
假定 dom(F) EOn， 则 FF 就 是 一 集合 , 令 4=dom()， 这 样 扩 充 
FR HF} thdom(A)=a+1, MURIE HACK, CRB +1 
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Cco， 所 以 ， 由 这 一 矛盾 就 获得 dom( 天 )=On， 
最 后 ， 我 们 建立 F 的 唯一 性 ,假定 还 有 不 同 于 F 的 Fi， 我 们 考 
虑 最 小 的 序数 w， 使 得 
F(ay#F (a), 
但 是 由 4 的 选择 ， 我 们 有 ， 
Fle=F) ee, 
这 样 ， 由 (4.8) 就 获得 FCe) =F a). Ae, FERH. 

定义 4.9 ”对 于 类 函数 F， 如 果 玉 的 定义 域 为 某 一 序数 & 或 为 

On 并 且 已 满足 条 件 ， 
Fun(F,A)Aran(F)COn, 
此 时 ， 则 称 刁 是 -- 序 数 函 数 ， 

定义 4.10 一 序数 函数 FF， 如 果 我 们 有 40, BEdom(F) 
N, He<p->F(a)<F(B), WHF His. 

定理 4.15 车 序数 函数 下 是 递增 的 , 则 对 于 每 一 4€ dom(F), 
ax F(a). 

这 一 定理 是 直接 从 定义 4,9 与 4.10 推 得 ， 并 且 由 此 我 们 立刻 
获得 ， 不 存在 两 个 不 同 的 序数 类 的 & 同 构 对 应 ,也 就 是 说 ， 我 们 
有 

定理 4.14 若 4，B 蚌 二 个 序数 类 ,并 且 A, BLARE EN 
HAA 了 ， 亦 即 对 于 生意 的 8,8E4, 都 有 0EB< 一 >F(e)EF(B)。 
那么 就 有 B= 二 4， 并 且 F=1s， 

证 明 ”由 的 定义 ， 对 于 任意 的 a，BE4 若 aEB,， 则 F . 
EF(B), 亦 即 玉 是 递增 的 ,由 定理 4.13, Fe) al aE AN). BY 
W, HFA FO. A CFO F(e))SF(e), piloSF(a), W 
以 当 a € AM, AF(@)=a. hwy, RNAA=B, 并 且 F = 个 4 


= 


$8 良 基 关 系 


对 于 任 给 一 集合 s， 令 关系 RCsxs， WERP 
《1》 传 递 的 ， 
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C2) ROA, BV «es y CslxRyA\yRev=y). 
XH, PARRA, IFA PKs, ROA GROAR 
一 偏 序 结构 或 线 序 结构 时 ， 也 常 称 之 为 序 结 构 . 当 s 为 一 真 类 ， 关 
系 R 满 足 上 述 条 件 ( 1 ) ,( 2 ) 时 ， 也 称 s 为 偏 序 真 类 。 

对 于 任意 序数 集合 s， 考 虑 偏 序 结构 《s、E€,》, 由 序数 的 性 质 ， 
RFRA AR, MENTEC, A PSMA K 
于 的 最 小 元 so， 亦 即 有 so Es, Heol si 一季。 这 种 性 质 可 以 吗 做 
序 结构 的 良 基 性 质 ， 

一 般 来 说 ， 对 于 任意 的 集合 i:， 虽 然 E ,可 能 并 不 形成 -- 序 关 
系 ， 但 它 仍 具有 这 种 和 良 基 性 质 . 亦 即 它 有 这 样 的 特点 ， 对 于 任意 
的 非 空 的 s1 Cs, MHs Es, FFAs =O PMR r Es 使 
fax Eso, MV xCsi(x€ so). 

现在 我 们 推广 极 小 元 的 概念 ， 

定义 4,11 邻 R 是 任 一 二 元 关系 ，D 为 任 一 不 空 集合 ， 我 们 
称 DD 中 a 为 有 的 一 极 小 元 ， 如 果 

VxyEDRCY 
mu, HY RCx,a) = 1R(Y,a). 

定义 4.]2 一 关系 R 称 为 良 基 的 ， 如 果 对 一 切 非 空 集合 D， 
都 含有 一 个 R 极 小 元 . 

如 果 此 定义 中 的 D 不 是 fld( R〉 的 一 个 子 集合 ， 显 然 它 一 定 爷 
有 一 个 R 极 小 元 ， 事 实 上 ，D- 一 -fld( R》 中 任 一 元 x， 都 是 站 对 民 的 
一 极 小 元 。 因 此 起 作用 的 是 D 为 a(R》〉 的 子 集合 。 

定理 4.15 ”一 关系 RR 为 良 基 的 ， 当 且 仅 当 不 存在 具有 定义 域 
为 @ 的 函数 /， 使 得 对 于 每 --nE@， 都 有 R( f(n*), f(n)). 

人 们 也 称 这 种 序列 ; 


e, nth fin), fC), f (4.14) 
ARBRE, HANTER, RNS 
D= { f(n)|nEo}, (4.15) 


并 称 这 --DD 为 fl1d(R》 的 一 降 链子 集合 ， 
证 明 假设 一 关系 KR 不 是 良 基 的 ， 那 么 存在 一 非 空 集合 s， 它 


* 100- 


没有 R 极 小 元 索 ， 亦 即 

YxEsIy ER y, g). (4,16) 
直观 地 讲 ， 因 为 不 空 ， 任 皮 so。 cs, BA 4.16) 就 有 ai， 使 得 
R(a,,a0) RELA hFa Es, HA 4.160 就 有 as Es, ERa, 
a` 成 并 ,这 里 可 以 取 4z 不 同 于 &%6， 因 为 由 s 中 没有 R 的 极 小 元 ， 那 
Z, sas>{ao} PERAR Bhi, Bs MATH 4.16) BI 
得 .< 近 ao， 把 这 一 过 程 无 限 地 作 下 去 ， 即 得 到 下 述 无 穷 序 列 ， 


Ary ai Ary 9 (4.17) 
HHA: 对 于 每 一 mE%， 都 有 
Rl(antisdn), (4.18) 
RAW: ans Rane 
这 样 我 们 可 以 令 ， 
f={<n,an>|n€o}. (4.19) 


由 (7.6) 与 “〈7.7) , 即 得 欲 证 结果 

反之 ， 营 存在 一 函数 6->fld( 怀 )， 我 们 令 

s= {y|3nE0f(n)=y}, (4.20) 

不 难 证 明 由 式 (4.20) 给 出 的 集合 * 中 没有 尺 极 小 元 。 

注 记 4,1 在 上 述 证 明 中 ， 我 们 说 “把 一 过 程 无 限 地 进行 下 
去 ， 即 得 到 下 述 无 穷 序 列 ”( 指 获得 式 〈4.17)). 这 名 话 包含 着 有 
无 穷 多 情形 ， 并 且 在 每 -- 种 情形 下 都 需要 由 2 去 找 一 个 5 使 得 
0ORa， 我 们 知道 虽然 习 yEsR(y,2)， 但 是 式 〈4,16) 并 未 给 出 去 
选择 的 方案 。 也 就 是 说 可 能 有 许多 元 甚至 无 穷 多 元 7 满足 yR%， 
根据 什么 原则 去 挑选 唯一 的 元 呢 ? 人 们 已 经 证 明 没有 单 值 化 原 
则 是 不 可 能 实现 的 ， 它 要 求 使 用 单 值 化 原则 ， 不 过 ， 这 里 仅 需 用 
单 值 化 原则 的 一 种 较 弱 的 形式 称 之 为 依赖 选择 原则 ， 它 意味 着 多 
许 人 们 依次 进行 @ 次 的 选择 ， 

依赖 选择 原则 (Bernays, 1942); MRI 是 在 不 空 集合 s 上 
的 一 个 关系 ， 使 得 对 于 每 一 x Es， 部 存在 yEs 有 了 (x，y)， 那 么 
就 存在 一 序列 ， 


Hod hd2y "sa ydntis 9 (4.21) 
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使 得 
aol ay, aTa, AT aa,*** anlaa," (4.22) 
成 立 
现在 我 们 令 依 赖 选择 原则 中 的 T(x,y) 为 
T(x, y)=Ry,%), 
Ep, RACHA 中 的 关系 ， 据 依赖 选择 原则 ， 由 式 4.10 
BUSH 4.17). 

从 单 值 化 原由 可 以 直接 推演 出 依赖 原则 ， 我 们 现在 省 略 这 一 
证 明 ， 留 给 读者 去 思考 、 在 第 七 章 中 我 们 将 给 出 这 一 证 明 的 主要 
HR. . 

EM4.13 $4s, DO AFRE, BRE-REKA, I 
ARTAR OARRMERE. HARA :上 的 良 仿 序 关 系 。 


$9 树 


定义 4.14 

(1) 峙 是 一 个 偏 序 集合 4s, 尺 ?2， 使 得 对 于 每 一 *Es，x 的 前 
节 集 合 Os(x) EERI RH AP Om) = 一 (yyEsANyKRx ， 

(2) 对 于 偏 序 集合 (cs, OMA, HRF H s 的 子 集合 4 叫 
做 一 个 民 链 ， 一 个 设 大 链 〈 亦 即 一 链 4， 使 得 YxEs 一 4， AU 4%} 
TEW 叫做 分 枝 ， 通 路 是 一 链 且 没 
有 空 阶 ， 亦 即 一 链 4 是 一 和 通路， 如果 
对 于 任意 %,yE€4,zE€Es, 若 XRz,zky， 
则 z€ 4. 在 图 4,3 中 集合 {4,0,4,e,f? 
不 是 一 链 ， 集 合 好 ,de} 是 一 链 但 不 
是 一 通路 ， 集 合 {2,4,e} 是 一 通路 ,但 
不 是 一 分 枝 ， 集 合 色 ,5,4,e} 是 一 分 

4.3 8 it. 

(3) 对 于 一 偏 序 集合 Cs, R>， 我 们 称 y 是 x 的 直接 后 继 ， 
如 果 xRy 且 没有 zE€ s 使 得 x*Rs，zRy 同 时 成 立 ，s 的 没有 后 继 的 元 
叫做 s 的 尺 叶 ,如 图 4.3 中 的 >、f、e 都 是 树叶 ,没有 前 驱 的 点 叫 料 
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R, Moppe yp SOPRA RRA A A e 
点 ， 图 4.3 中 5，d 都 是 节点 ， 

定理 4.16 MEC OEM ,那么 R 对 集合 s 是 一 良 基 关系 ， 并 
且 在 树 《s,R> 中 每 一 链 c 都 是 一 良 序 集合 。 

证 明 ”因为 是 一 集合 ， 我 们 仅 需 指出 ， 对 于 s 的 每 一 不 空子 
集合 4 都 有 一 R 极 小 元 . 令 z 是 4 的 一 元 素 ， 如 果 z 不 是 s 的 R 极 小 元 ， 
那么 集合 {x1xE A4 作 xRz} 是 良 序 集 合 Oe(z) 的 一 不 空子 集合 ， 所 
以 它 有 一 极 小 元 y， 这 样 y 就 应 是 4 的 R 极 小 元 ， 因 为 当 *E 4 
%*Ry， 那 么 由 x*Ry 和 vRz， 也 有 %Rz 和 

xE {xl xE AAs Rey, 
KH yERRDICAA IB 

车 c 是 ;中 一 链 ， 那 么 R 是 良 基 于 6c 的 ， 因 为 《c,R) 是 线 序 且 RR 
BE Fe, he: HRA BAH. 

WH <s,R> (下边 不 妨 简 记 做 7) MA, “res, Orl) 4 
序 型 叫做 x 在 树 荆 中 的 高 度 ， 并 记 做 ht(x)。 显 然 ，ht(%》 是 一 序 
数 。 树 了 的 a 层 的 点 是 指 集合 

To={x|x€EsHht(x)=0}., 

树 的 高 度 是 满足 条 件 荆 = S 那个 最 小 的 序数 c， 常 常 记 做 
Pht( 三 )， 

s 的 -- 子 集合 叫做 反 链 ， 如 果 其 中 任意 两 个 元 素 *，y， 人 重 
有 *Ry 与 y 尺 * 均 不 成 立 〈 这 时 ， 也 称 * 与 ?是 尽 不 可 比较 的 ， 简 称 
是 不 可 比较 的 ) 。 

如 果树 的 一 分 枝 与 了 的 每 一 层 的 交集 合 都 不 空 ， 则 称 这 一 
分 枝 为 工 的 共 尾 枝 ， 

设 T 为 -- 树 ，* 为 一 无 穷 基 数 ， 如 果树 TT 满足 下 述 两 个 条 件 ; 

C1) ht(T)=K; _ 
(2) 对 于 任 一 序数 vc<xk， 有 T。<rks 则 称 7 为 K 树 。 

对 于 任 一 无 穷 基 数 k， 一 K 树 7 叫做 x 苏 斯 林 〈Susiin》 树 , 如 
果 T 的 每 一 链 和 每 一 反 链 的 基数 都 小 于 K， 

一 树 7， 如 果 它 满足 下 述 三 个 条 件 ， 
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C1) ht(T) =e; 

(2)》 了 中 的 每 一 分 枝 都 是 至 多 可 数 的 ; 

(3) 了 中 的 每 一 反 链 都 是 至 多 可 数 的 WAT 为 一 苏 斯 林 
We 换言之 ， 一 ot 苏 斯 林 树 就 称 之 为 苏 斯 林山。 

令 o 为 一 序数 ，x< 生 oi， 一 树 了 满足 下 述 六 个 条 件 ; 

(1) ht(T)=e, 

(2) 工 有 唯一 的 最 小 节点 〈 即 树 根 ) 

(3) 了 的 每 一 层 是 至 多 可 数 的 ， 

C4) 如 果 在 T 中 Y 不 是 极 大 元 ， 则 存在 无 穷 多 个 元 y， 使 得 
4 为 Y 的 直接 后 继 。 亦 即 * 的 的 直接 后 继 为 一 无 穷 集 合 ! 

(5) 如 果 在 T 中 不 是 极 大 元 ， 则 在 小 于 a 的 每 一 更 大 的 层 
上 ， 都 存在 某 些 y， 使 得 x 尺 yi 

(6) MBE — RBH, <e, s5 yWABRELWICR, 
{zlzRx}= {zlzRy}， 则 x= ys 
就 称 T 为 一 正规 的 0 树 ， 

对 于 任 一 基数 x， 一 x 择 了 叫做 k REP CKurepa) ft, W 
果 它 至 少 有 人 和 个 共 尾 枝 。 

上 述 树 的 概念 都 是 很 重要 很 基本 的 ， 它 们 涉及 到 集合 论 以 全 
其 它 数 学 分 支 中 的 一 系列 重要 的 命题 ， 


§ 10 良 基 的 类 关系 


我 们 可 以 把 良 基 的 概念 推广 到 类 关系 上 去 。 

定义 4.15 (Zermelo, 1935) -X *ZR, MARCHE: 

(1) 对 于 每 一 不 空 集合 y 都 有 一 R 极 小 元 *， 亦 即 存 在 y 的 
一 元 * 使 得 

13xE y(zRY) ; 

C2) R 是 左 狭窄 的 ， 亦 即 对 于 每 一 集合 y， 类 { aleRyt 
都 是 一 集合 ， 
则 称 R 是 良 基 的 类 关系 。 

定理 4.17 令 R 是 良 基 的 类 关系 ， 车 习 x4(x)， 那 么 存在 一 下 
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航 小 元 x， 使 得 4(x) 成 立 ， 

证 明 令 4={%|4(x)}， 因 为 由 鳗 设 习 x4(x)， 故 4 类 镍 ,我 
们 希望 证 明 不 空 的 类 4 中 有 一 尺 极 小 元 ， 而 良 基 的 定义 仅 雪 求 每 
一 不 空 的 集合 都 有 一 RR 极 小 元 所 以 , 需 导 找 一 不 空 集 合 u tu 
的 每 一 尺 极 小 元 也 是 4 的 一 RR 极 小 元 ， 为 了 去 获得 这 样 一 集合 ， 
FC 4 我 们 使 用 RR 的 左 狭 罕 性 如 下 。 令 

w=An{alaR*z}udz}, (4.23) 

其 中 xR*z= JnE0 (n>0AscR*z), JF A R’=R, R*' =R>R 
(4 之 1)， 式 (4.23) 的 有 边 是 -- 集 合 ， 因 为 R* HEAR E 的 ， 
REBBWA AS. AA ECu), «it B-REDK. RAH 
C4，s€ 4， 让 我 们 证 明 x 是 4 的 一 R 级 小 元 ,假定 存 在 一 y€ 4 
使 得 yR%， 因 为 *€ tw， 由 ww 的 定义 我 们 有 xR*s 或 # 二 32, 所以, 我们 
获得 yR*z, 即 y€ {x|%R"2z}. 又 因为 YE4， 由 4 的 定义 ,得 y Ew。 
更 在 我 们 已 有 ，yE2w 和 yRx， 这 就 矛盾 于 x 的 选择 ， 由 此 * 是 4 的 
一 尽 极 小 元 ， 因 此 ， 由 4 的 定义 x 就 是 满足 4(x) 的 对 象 之 间 的 一 
READS TIG. 

定理 4.18 令 R 是 一 类 良 基 关 系 并 H V3yRC%,y)， 我 们 
有 : 


Val y yRs >A) >A(4)) >V rA). 

亦 即 ,车 对 于 任意 给 定 的 Y， 当 对 于 满足 yRx 的 所 有 y， 都 有 A(y) 
成 立 能 够 获得 A(x) 成 立时 ， 那 么 对 于 每 一 * 都 有 A(x) 成 立 ， 

我 们 可 以 称 定理 4.18 为 良 基 妇 纳 法 ,在 应 用 这 种 良 基 归 纳 法 
上 时， 由 假定 Yy(CYyRxXh-=A(7y)) 能 够 推断 出 A(x)， 被 称 之 为 归 纳 
假设 。 

证 明 ”假定 对 于 某 一 x*， 我 们 有 “IA(x)， 那 么 由 定理 4.17， 
就 存在 一 个 满足 “AC(%) 的 对 象 中 具有 民 极 小 的 x， 对 于 这 一 %， 
RNA TAC), AV y(yR*->Alx))， 这 矛盾 于 定理 的 前 提 . 

定义 4.16 ”对 于 关系 R 和 类 C， 如 果 对 于 任何 的 集合 v A 
xEc 和 xRy， 则 必 有 YEc 有 成立， 就 称 类 c 是 闲 的 。 

定理 4.19 《在 良 基 关系 上 进行 递归 定义 ，Iarski 1955, 
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Montague 1955) #RE-BRRRA, 是 一 类 函数 . MAH 
在 唯一 的 上 遂 数 F， 使 得 对 于 每 一 *， 都 有 ， 
Fls)==T(x, F { yl yRx}), (4.24) 
证 明 这 个 证 明 本 质 上 是 与 定理 4,12 相 同 的 ， 只 是 由 于 一 序 
AATRES EHR :的 闭 类 概念 所 代替 ， 并 由 之 增加 了 一 些 复 
杂 性 。 - 
C1) HWE — tE: 
Sf Gf. 是 在 RR-' 的 闭 类 上 的 两 个 函数 ， 使 得 每 一 个 函数 ， 
对 于 在 其 定义 域 中 任 一 x 都 满足 式 (4.24)， 那 么 我 们 将 证 明 了 与 
户 是 相 容 的 。 这样， 就 建立 了 定理 中 国 数 巨 的 唯一 性 ， 因 为 在 也 
上 任何 两 个 相 容 的 函数 都 是 己 等 的 。 
令 用 和 f; 为 如 上 所 述 ， 我 们 将 施 归 纳 于 RR 证 明 ， 
xEdom(fi Ndom(f2)->f1(%)= fax). (4.25) 
假定 xEdom(fı)Ndom(f:), 并且 由 归纳 假设 ， 愉 于 使 
得 yRx 成 立 的 每 一 J， 都 有 
yEdom( fı) Ndom (fi)—fi(y)= f(y). (4.26) 
令 y 是 使 得 yR* 成 立 的 任 一 对 象 ， 因 为 lom(f1)，dom(f2) 与 
R ORENS, REZE yEdom(fı) Ndom(f2), BLL, H 
归纳 假设 户 (?) =foly), ZE, RATA: 
fil {ylyRx}= fo LylyRa}. (4.27) 
由 式 (4.24)， 我 们 有 
fi(x)=T(%, fil { yl Rx} 
=t(x, ft {y|yRx}) 
= f2(%), 
这 样 ， 由 定理 4.18 ， 我 们 有 : MPAs, BxEdom (fin 
dom(f2) WAD = (xz)， 亦 即 户 与 户 是 相 容 的 ， 
(2) 梅 造 满足 式 (4,24) 的 类 函数 已， 
令 了 是 所 有 下 述 函数 /的 类 ， 这 样 的 函数 三 (当然 它们 都 是 集 
合 ) 的 定义 域 是 R-' 的 闭 集合 并 且 满 足 式 (4,24)， 亦 即 
Edom(f)—>/ .x)=7T(%, fT { y|yRx}). (4.28) 
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由 (1 ) 知 道 ， 这 样 的 函数 每 二 个 都 是 相 容 的， 因 此 ， 由 定理 
4.7, UTE-AR, RNG = UT， 为 完成 定理 的 证 明 ， 现 在 
我 们 仅 需 证 明 ，dom (fF)=V 并 且 F 满 足 式 (4.24)。 

(3) 我 们 验证 满足 式 (4.24): 

4 wxEdom(F)， 因为 f€ET，dom(f) BR AB. AA 
xEdom(f) RUA{y| yRx } Cdom(f). AAF=UT, RICE, 
我 们 就 有 F(x) = f(x) MEF) (ylyRa} = fl CylyRa)} 由 式 
(4.28), RTE: 

F(#)=f(#)=t(x, ff { yl yR) 
=1(*%, F] {y| yRx}), 

这 就 建立 了 式 (4,24)。 

(4) 我们 证 明 dom( 户 = 和 .因为 从 dom (FE)CV 中， 我 们 
将 推导 出 一 个 矛盾 。 令 * 是 F 一 dom( 五 ) 的 一 极 小 元 。 证 明 的 思路 
是 ， 借 助 等 式 (4.24)， 去 扩充 F 到 z， 所 以 与 已 的 极 大 性 相 了 矛盾 。 
为 了 去 实现 这 一 证 明 ， 我 们 首先 注意 到 dom(F) 是 RMH. A 
为 = UT Bim dom(F)= U{dom(f|fET}, #AMFTE— 
fET, dom(f) ERAK, MER, RNR 

fHFhy|yR*z} U (¢2,t(z, FT { yl yRz)>}>. (4.29) 
式 (4.29) 的 右边 是 一 集合 ， 因 为 由 R* BARE, PCT IFA 
zEdom( 亡 Cdom(E)， 这 样 我 们 就 得 到 一 个 与 z 的 选择 相 矛 盾 的 
结论 ，/ 是 一 函数 ， 并 且 *& dom(F).。 现在 ， 让 我 们 证 明 dom (了) 
ER MH. + 

u=dom (Ft {y| yR*z})=dom(F) pn { yl yR*t}, «RA 
fh, AA CERC AK UE. 为 了 去 证 明 dom(/)=wU {2} 
WER, RREH { y|yRz } cu. BR, RNB 

{ylyRe} C { yl yR*x}. 
因为 :是 Vdom (F) 的 一 尺 极 小 元 ， 我 们 有 {yiyRx} 
Cdom(F)， 所 以 
{ y|yRz} Cdom(F)N { y| yR*2} =u, 
这 就 获得 了 dom(f) Æ—R AR. MEER ET. LARTE 
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ABB uER' AK, FAC ylyRe} Cu, PRUs eC dom(f)= 
uu {z}, BA yiyRv} co 所 以 ， 由 /的 定义 式 (4,29)， 
fi (yl yRe}=Fl {yl yRx}. 
现在 ， 让 我 们 区 分 xEw 和 %=s 这 两 种 情况 ， 若 Ett1v， 那 么 ， 由 ff 
的 定义 ，f(%)=F(x)。 并 且 由 之 我 们 已 经 知道 满足 式 (4.24)， 
SDS FCs) =t, F] { yl yRa}d 
=1 (4, fh y|yRs}). 
OREN (42DE Ba=z, WA, HMM, 
f(z)=t(z, FP { y| yRz) 
=t(z, ff {ylyRx}). 
因此 ， 式 (4,28) 成 立 。 
定义 4.17 我 们 令 R 为 一 类 关系 ，B 为 一 类 ， 如 果 类 关系 
R; B= RN(BXB) 
是 良 基 的 ， 则 称 R 在 B 上 的 良 基 的 ， 这 是 就 称 “5,R> E-REE 
构 。 

下 述 三 个 定理 的 证 明 是 平凡 的 。 

定理 4,20 ”一 类 关系 R 在 类 C 上 是 良 基 的 ， 当 且 仪 当 ，C 的 答 
一 不 空子 集合 y RA RRD, HARTE- Ec，{ x1:Ec 八 
zRx } 都 是 一 集合 ， 

定理 4.21 ARECh-REMAKKRA, ABCC, WARE 
上 的 一 良 基 类 关系 ， 

对 一 良 基 关 系 尽 ， 我 们 来 定义 一 集合 4 的 R 秩 的 概念 。 任 一 民 
极 小 元 〈 即 一 集合 *， 对 于 它 不 存在 一 集合 y， 使 得 yRRx 成 立 ) 的 
RR 秩 为 0， 若 对 于 一 集合 %*， 仅 有 RR 极 小 元 y 使 得 yRx 成 立 ， 则 x 的 
RA, 如 此 下 去 。 

定义 4.18 (关于 和 良 基 关 系 秩 的 定义 ,Zermelo 1935) 令 尺 是 
一 良 基 关系 ， 序 数值 函数 rnkR 或 记 作 px， 递 归于 及 定义 如 下 ; 

pe(Y) 一 Sup { PCy )| y Rx}. (4.30) 

HE, AAREAREM. (ylyRa} 是 一 集合 ， 并 且 由 此 

{Pey yR} 也 是 一 集合 ， 由 式 (4,30) 可 以 对 R HARER 
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Ox) 是 对 于 x 的 R 秩 序数 。 

定理 4.22 ” 若 怀 是 良 基 的 类 关系 ， 则 对 于 所 有 集合 4，y 都 

Ais 
xRy—>Pe(4<P2(y). 

124.2 ”由 定理 4.19 的 证 明和 看 出 定义 4.15 中 的 左 狭窄 的 条 
件 是 不 可 缺少 的 ， 满 足 条 件 ( 1 ) 的 关系 不 一 定 都 满足 条 件 ( 2 )， 
例如 我 们 令 C=OnU { {0}}， 对 于 任意 的 4*，y》EC，、 令 R 为 

aRy=xE On) yEOnAx€ y 
Vx OnA y= {0}. 

这 一 关系 及 显然 是 满足 条 件 (1 ) 的 ， 但 是 Ox( { 8})=On， 因 
此 它 不 是 在 左 狭 窄 的 。 读 者 还 可 以 给 出 更 多 的 不 是 左 狭窄 关系 的 
例子 由 定义 4.15， 当 我 们 讨论 良 基 关系 时 ， 仅 眼 于 讨论 左 狭 罕 
的 关系 。 


§11 同 构 


EPE MARA, FAKE. 
定义 4,19 AAR BAGS ROMs ROCA MAME: 
县 有 定义 域 为 ss 和 值 域 为 s: 的 一 个 双 射 ,使 得 对 于 任意 的 x， YEs, 
都 有 ， 
Rila, ys RA f(s), fly) (4.31) 
成 立 ， 
这 里 有 序 集合 是 指 线 序 集合 或 偏 序 集 合 。 显 然 ， 上 述 定 义 是 
定义 2.29 的 推广 。 
定理 4.25 44s, ROA As 是 强 线 序 集合 ，/ 是 s: 与 s: 之 
是 的 一 双 射 函数 ， 使 得 对 于 任意 的 <s，yEsi， 都 有 
Rix, y>RAfCx), fod), 
那么 ，f Els R O s RO ZE A e 
证 明 我们 仅 需 证 明 ， 对 于 使 得 R:( f(x, fy) ) URES 
His, yes, BARC, y) Mit. RETR, AAR es 的 线 序 
关系 ， 就 必然 有 %= yMR y,0), HER, Bx=yht, Efa) 
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Foy), MRC.) 时 ,有 Rs( f(y),f(%))， 从 而 获得 矛盾 , 所 以 
就 获得 欲 证 结果 。 

我 们 曾 谈 到 结构 的 概念 ， 我 们 现在 再 作 一 推广 ， 

定义 4,20 我 们 称 有 序 对 KU, DHE, MRUCVIU 
UR—-#A, LHUE-BR), RRR, RG RRR, 
WRAULWRAREA. AAU LHBRAS (允许 有 常 函数 , 即 
U 中 的 特定 元 素 )。 在 通常 情况 下 ，R 为 一 有 穷 集合 ( 即 有 一 E09， 
民 与 1 之 间 有 一 双 射 函数 ) ,特别 地 ，R 可 以 仅 由 一 个 关系 (或 函数 ) 
所 组 成 ， 我 们 称 V 为 这 一 结构 的 域 ，Ri 中 的 元 称 为 基本 关系，RR， 
中 的 元 称 为 基本 函数 。 

例 4.47 令 s 为 一 集合 ，R1iR; 为 s 上 二 关系 ，f，g 分 别 为 s 上 的 
一 元 函数 和 二 元 函数 ， 并 且 令 声 ={Ri,Rz,f,g8},， 这 时 有 了 序 对 
《4s, 霓 ) 就 是 一 结构 ,为 了 醒目 ,有 时 ,也 把 此 结构 写作 <s,R,R;,f， 
g. 

例 4.18 RNSCRRARKA OLM ARK, +B 
OF MMB, mol MRL, RAW Ae, <> 表示 
自然 数 的 有 序 结构 ， 用 oo, + > 表示 加 法 算术 ， 用 4o, + ORRE 
河 诺 算术 结构 ， 当 我 们 还 要 强调 a 上 的 次 序 关 系 时 ， 也 可 以 写作 
<0, <, +R, L, t,e) 

例 4.19 ”每 一 个 有 序 集合 <s,R> 都 是 一 结构 (具有 二 元 关系 
R). 

44.20 <P(s), Cao Us NORR C ALD (s) 上 
二 元 关系 由 与 :为 二 个 二 元 函数 ， 

例 4.21 《<V,€ > 是 一 结构 ， 其 中 为 全 域 ，€ 为 了 上 上 的 属于 
关系 ， 

定义 4.21 WSR og’ AZ’ > 之 闻 的 同 构 是 指 具 
有 以 1 为 定义 域 ， 以 了 有 “为 值 域 的 一 个 一 对 一 的 函数 f， 使 得 当 U 
中 元 素 *，?y 对 在 胸中 元 素 慌 成 立时 ， 即 xRYy 成 立 ， 当 且 仅 当 %* 与 
yHEU' HAM TH O), fly) 对 于 BA! 中 对 应 元 素 R' ER 
Z, MIOR f(y)》 成 立 ABD, HERTA PE wR 
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图 4.4 ”相应 元 对 相应 关系 +Ry 与 A+)R' f(y) AR RRR Me 
FUER IXCU, yeU, Fh =y, WHER 中 的 相应 函数 及 
和 相应 元 1(x%)，f(y) 也 有 W(f(%))=f(y)， 反之 亦 然 ( 见 图 
4.5)。 对 于 多 元 函数 也 保持 上 述 对 应 的 结果 。 也 可 以 概括 地 说 忆 
与 之 间 的 双 射 函数 j 保持 结构 的 关系 与 函数 的 性 质 。 


图 4.5 AA AMR, AC) yh BRAA S(*))= f(y) 


$14.22 SHERU, R, Rag h, <U’, RI, R} g' ,hp') 是 
辐 构 的 ， 并 且 它 们 分 别 具 有 二 元 关系 尺 ， 尺 :与 Ri, RL, -2A 
Ae, g'o DERRI bh’ ,那么 是 此 二 结构 之 间 的 一 同 构 ， 如 
果 下 述 五 条 均 成 立 。 
(1) /为 U0 与 0' 之 间 的 双 射 函数 3 
(2) 对 于 任意 xs，yED， 都 有 
aRiy<—> fe) Ri fy) 
(3) MFR, yeu, RA 
#Ray~— f(x RI fy) 
(4) 对 于 任意 %*E UU，g(x) 有 定义 当 且 仅 当 g’'(f(x)) 有 
定义 并 且 f(g(x))= g fa) 
(5) 对 于 任意 %,yEU hy) BEM Y AIGA (fr), 
*111 ， 


fv) Be, HESA, yD=h (f(x)，f(y))。 

二 结构 叫做 同 构 的 ， 如 果 它 们 之 间 存 在 着 一 同 构 上 映射。 

定理 4.24 Zs ROBC ROEA GEP R, REZ 
元 关系 ), 那 么 ， 有 

(1》 尺 :是 :的 一 偏 序 当 且 仅 当 RR: 是 :的 一 偏 序 ， 

(2) st 有 一 最 小 元 当 且 仅 当 s: 有 一 景 小 元 。 

证 明 Sf ROG ss ROMA MER Es Ha 
RAT RIL AR. EAF. AF, RATE RAE s: 中 是 传递 的 。 
Aly, Sis Yz yaEsz Hy Royo, yzRzyss 由 于 f 是 $1 与 s2 的 
双 射 ， 故 存在 y，wz，xsEsi 使 得 加 一 矿 ms), yee fC a2), y= 
fxs), #Aw Rie 4 AMY f(x1)R2f(%z)， 亦 即 yi Rsyz， 因 为 
Reve, MAE s Rite BWM, 由 yzRzy3 可 得 到 #2Rixs. 并 且 由 
RAs. Alt. RNA Rawk AAW, RMA fC) 
R: f C43), OREN y Roya RSL. AR As RIG. 对 于 偏 序 的 其 它 条 
件 是 不 难 验 证 的 。 

现在 ， 假 定 s: 有 最 小 元 ， 我 们 来 推断 s: 也 有 -- 最 小 元 , 令 zEasi 
是 s 的 最 小 元 、 亦 即 对 所 有 %Es， 都 有 aR% 成 立 ， 由 同 构 就 有 : 
FOR fw) RIL, fa) 就 应 当 是 sz 的 最 小 元 ,因为 如 果 vE ss 
由 7/ 的 性 质 ， 必 有 x E si 使 得 y= 二 f(x), 但 是 ， 对 于 这 一 *， 我 们 有 
4aRx， 故 有 f(a)RfC(x)， PRA, f(a) 是 sz 的 景 小 元 。 

从 《sz ,Rs 到 ks1, RO KE BAR 

定理 4.25 ” 令 s,<,> 是 一 不 空 的 线 序 集合 并 具有 下 述 性 质 ， 

(1 ) 对 于 任 一 *Es， 都 有 yEs， 使 得 zx<.y， 

(2) s 的 每 一 不 空子 集合 都 有 一 个 去 ,最 小 元 ， 

(3) s 的 每 一 不 空 的 有 界 子 集合 ， 都 有 一 个 之 :最 大 元 ， 
MACs, <> 460, om. 

证 明 ”我 们 使 用 递归 定理 来 构造 这 一 同 构 , 令 a 是 s 的 最 小 元 ， 
FHA Seo (se) 是 s 中 比 4 大 的 最 小 元 .由 于 条 件 ( 2 ) ,对 于 每 一 *Es， 
函数 g(*) 是 有 意义 的 . 

Hi eH, PRM 0s E AAs 
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ci) f(0)=a, 

GD f(mt+1)=e(fln)). 

显然 ， 对 于 每 一 2Eo， 我 们 有 mK fnt). BIA AK 
我 们 不 难 获 得 ， 当 wp< 时 ，F(a) < (zz) 而且， 三 是 一 个 一 对 一 
的 函数 。 现 在 ， 我 们 仅 需 证 明 ，s= rany 。 

假定 不 然 ， 即 s 一 ranj 关 所 ,由 之 ， 可 令 ) 是 s 一 ran( f) Hih 
元 ,那么 集合 TT， 

T={x| "<b } 

EER (CERN) 和 不 空 的 . 令 c 是 了 的 最 大 元 , AAc<.b, H 
以 存在 一 %Eo， 使 得 c= /wm) (A, DEAH, bes MATCH 
最 小 元 ， 所 以 2= /ns +1)， 即 5Eranj， 这 与 六 的 选择 相 了 矛盾 ， 
故 s= ranj。 
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As= { {4}, { {4)}}， 求 的 传递 闭 包 。 

令 s 二 4@，{ @}，@+1)， 求 8 的 传递 闭 包 。 

求 集合 s 二 { {4}, { {4} } 的 秩 。 

说 明 s 二 {0,1,2,5,@,0+ ,{ {@}} } 不 是 一 外 迁 集 合 。 
(1 ) 给 出 一 个 外 延 集会 但 不 是 传递 集合 的 例子 ， 

(2 ) 证 明 ， 任 一 序数 0 集合 风 .是 传递 的 ， 

6 证 明 ; PAAR, R*oR= R R*CR*. 

.7 证 明 ; ERPs KA, LAscRCs, AAseR*Cs, 
8 

9 


. 
on å Aa 8 N s 


证 明 ; (R*')*== (RR*)-!。 

证 明 ; ，R* 二 尺 当 且 仅 当 民 是 一 传递 关系 。 

证 明 ， R** = R*, 

.11 证 明 : 若是 住 一 极限 序数 ， 则 和 是 E: 闭 的 ， 

.12 ”证明 ; PERA- RX, MARE- RAXA. 
,13 ”证明 : B@RR—RRKA, UHaARyY>Pr) KP y). 
.14 证 明 ; BRA LRKEYH, FLFA—-HR/VeONEGA 
(4.31) 成 立 ， 那 么 R 是 一 良 基 的 类 关系 ， 


a a a A A A A A A 
. e . . 
= 
© 
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4.15 


4.16 
4.17 


4.18 


4.19 


SRA-RRALHAATCR, WATE RA HA 
P(X) <P al X). 

UF—-RRKAR, AARP EKI. 

证 明 ， 

CI) <s,R, PS, R, PRAH. 

(I) B69 Ris [DAKS R29 fe) P H, R] Cs R, f 5Sa 
R, fo R. 

CE) 445,Ri,f> 5S2, R2, f2> E ty, B<s2, Ros f2) 与 《$3， 
Ra fD AH, Hla Ri fOis Ra fs> 同 构 。 

也 就 是 说 ， 同 构 看 作 是 两 个 有 序 对 之 间 的 一 关系 ， 而 且 这 
一 关系 是 一 等 价 关 系 。 

试 证 明 ， 对 于 任 高 的 集合 SCOn， 都 有 唯一 的 序数 w 和 函数 
I, BAAS, Eha, COLMA Hee. HATE 
—FFKBEs, HABs=ran(f[8), iZ, TEER, 
aA f(d)=d. 

试 证 明 : RAT 的 高 度 为 o@， 并 且 了 的 每 一 层 部 是 有 穷 
的 ， 则 了 有 一 无 穷 的 枝 。 
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第 五 章 集合 的 势 


$1 势 的 概念 


集合 的 势 是 对 集合 的 一 种 度量 ， 它 刻 划 了 集合 所 含 元 素 的 多 
x. 

定义 5.1 对 于 集合 s， 如 果 存 在 自然 数 % 及 nw 与 ;之 间 的 一 个 
NARA UAn 个 元 素 ), 则 称 s* 为 有 穷 集合 ,和 否则， 就 称 5 为 
无 穷 集合 . 

定义 5.2 ”对 于 任意 的 集合 s 5s MRA 与 s: 的 一 双 射 
KRS, 则 称 s: 与 s: 是 等 势 的 ,这 时 记 做 5 = S2, Mid ME p(s, S2). 

定理 5,1 关系 Ep(w1,X*2》 是 一 等 价 的 类 关系 , 亦 即 它 是 自 运 
的 、 传 递 的 和 对 称 的 ,这 就 是 ， 对 于 任意 的 集合 x*，y，z， 我 们 有 

(1) Ep(s,%)s 

€2) Ep(s,y)AEp(y,2)>Ep(s,2)5 

(3) Ep(s,y)-Ep(y,%). 

由 双 射 函数 的 概念 ， 定 理 5,1 是 显然 的 。 

因为 ”EpCVxV， 我 们 可 按 关 系 Ep 把 V 作为 等 价 类 进行 
划分 . 即 对 于 每 一 xEV， 我 们 令 


Ep(*)= { yly€VAEp(s,y) }. (5.1) 
因为 总 有 xEEp(x)， 所 以 ， 对 于 每 一 xEV， 都 有 


对 于 任意 的 Ep(%) 与 Ep(y)， 我 们 有 
Ep(%)+ Ep(y Ep(W) NEp(y)=2. (5.3) 
RR, 4Ep(s) 与 Ep(y) 不 等 时 ， 它 们 就 不 交 , 因 为 ， 
如 果 Ep(x) 隆 Ep(y)， 并 且 Ep(%x) 人 Ep(y) 关 名 ， 即 有 一 集合 z， 
使 得 2EEp(x) 且 zE Ep(y), 亦 即 有 Ep(%x,z) 且 Ep(z,y ), 由 传 
递 性 就 有 Ep(%,y)， 于 是 Ep《x)= 二 Ep(y ), 由 此 推出 矛盾 ,因此 ， 
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A (563) 成 立 ,我 们 可 以 按 关 系 Ep 将 V 划 分 等 价 类 ,这 些 等 价 类 
都 是 不 空 的 并 且 是 两 两 不 交 的 ,我 们 可 以 从 每 一 个 等 价 类 中 选 取 
怡 好 一 个 代表 元 素 ， 并 把 这 些 代 表 组 成 一 个 类 ， 叫 做 集合 势 的 采 
样 类 .这 是 一 真 类 . 记 做 Po. 显 然 有 PoCY。 

对 于 每 一 集合 Y， 它 在 Po 中 都 有 一 代表 元 素 y， 满 足 %= 了 .我 
们 称 这 一 代表 元 ?为 集合 x 的 势 ， 并 直接 写 做 Y= y. 

在 形成 采样 类 时 ， 我 们 使 用 了 类 的 采样 原则 .我 们 以 后 还 要 
讨论 这 一 原则 ， 为 了 便于 理解 ， 下 边 我 们 陈述 集合 的 采样 原则 ， 

采样 原则 Ee E- TIRA, HA ec 的 任 一 元 都 是 不 空 的 。 
c 的 任意 二 个 元 素 不 相等 时 就 不 相交 ， 则 存在 一 集合 s， 它 由 c 的 每 
一 元 素 中 恰 取 一 个 元 素 所 组 成 。 

在 第 七 章 我 们 将 要 证 明 采 样 原则 与 单 值 化 原则 是 等 价 的 。 

由 此 可 见 ,在 Po 的 形成 过 程 中 ,我们 使 用 了 关于 类 的 采样 原 
则 .如 果 我 们 不 使 用 这 一 原则 ， 我 们 就 可 以 规定 一 集合 的 势 " 是 等 
价 性 的 类 关系 Ep 所 划分 的 等 价 类 ”。 把 等 价 类 作为 势 的 定义 也 是 
有 效 的 .在 我 们 在 不 使 用 采样 原则 时 ， 常 常 可 以 这 样 理解 势 的 概 
念 ， 

注 记 5,1 一 集合 的 势 是 什么 呢 ? 按 上 述说 明 ， 它 还 是 一 集 
合 ， 是 在 真 类 Po 中 与 集合 x* 有 一 一 对 应 的 那个 集合 ,这 一 集合 是 在 
在 唯一 的 ,这 样 ， 我 们 有 一 类 函数 ，V 一 Po 使 得 对 于 任 一 集合 
xEV ,都 有 * 二 F(x) EPo.Po 是 由 集合 的 势 所 组 成 的 ,每 一 集合 的 
势 都 在 Po 之 中 .我 们 称 Po 为 势 类 ,如 何 选 择 势 类 Po 呢 ? 对 于 有 穷 

合 s， 我 们 不 妨 选 择 与 ;等 势 的 自然 数 n 作为 代表 ,与 @ 一 一 对 应 

的 集合 我 们 称 做 可 数 无穷》 集合 ,我 们 选择 o BIR. 作为 它们 的 
代表 .进一步 地 说 ， 与 菜 一 基数 名 ,一 一 对 应 的 集合 ， 我 们 选择 @。 
作为 代表 ,这 样 ， 我 们 就 有 Ca CPo 了 , 即 任 一 基数 都 是 势 〈 也 就 是 
序数 的 势 )， 然 而 是 否 还 有 集合 *， 它 的 势 不 等 于 任意 的 基数 呢 ? 
这 是 我 们 本 章 将 要 讨论 的 问题 之 一 ， 

注 记 5.2 对 于 集合 的 势 ， 我 们 也 可 以 简单 地 理解 为 ， 将 所 
有 的 集合 给 以 如 下 的 分 类 ， 等 势 的 两 集合 属于 同一 类 ,不 等 势 的 
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4 


两 集 含 ， 不 属于 同一 类 ,对 于 按 如 上 原则 划分 了 的 类 ， 每 一 类 中 
选择 一 代表 ， 这 些 代 表 全 体 组 成 类 Po， 并 且 Po 中 每 一 元 都 称 为 
势 .或 者 说 ，Po 中 任 一 元 都 是 此 元 素 所 代表 的 类 中 任 一 集合 的 势 
《简称 为 势 )， 无 穷 集合 的 势 简 称 为 无 穷 势 。 

注 记 5。3 对 于 任 一 不 空 的 集合 x*，Ep(x*》 是 一 真 类 ,而 不 是 
一 集合 ,例如 Ep(1)， 即 恰 含 有 一 个 元 素 的 集合 所 组 成 的 Ep 1 》 
ERX, HAX: 

{iv} lxEV} 

荐 一 真 类 ， 并 且 它 包含 在 类 Ep(1) 之 中 。 


§2 类 Po 的 偏 序 性 


现在 我 们 在 类 Po 上 来 建立 序 关系 ， 这 一 序 关系 的 基础 仍然 是 
一 一 对 应 。 

定义 5.5 对 于 任意 的 两 个 势 4 与 9, 如果 存 在 一 个 单 射 函数 /， 
使 得 

fiab, 
虽 称 4 小 于 等 于 3， 记 做 a<<b， 

定义 5.4 Ha, DEP, axhbAa+bdillffKah Fd, ite «<b. 

定理 5,2 《说 托 尔 - 伯 恩 斯 过 定理 ) ”对 于 任意 的 c，25E Po， 
im Ba<bHb<a, Wa=b. 

证 明 假定 有 一 个 由 4 到 2 的 单 射 通 数 并 且 也 有 一 个 由 5 到 a 的 
单 射 函数 ， 我 们 依 此 做 出 一 个 < 与 之 间 的 双 射 函数 ,不 失 一 般 性 ， 
我 们 选择 集合 s: 与 sz, ERS Sa se=bAs ns. 

首先 ， 我 们 指出 siUs* 是 具有 下 述 形式 的 所 有 序列 

g= {on Eas Yap} 
ATREA, KPA AWA AR ILA REAR E, Bh 
止 ,woEsi， VaESe, MRM, FEAL Ca) = Vay 8 Yn) = knn 
szErang， 则 有 7y。-: 在 s* 中 出 现 , 否 则 ，》-: 不 在 s 中 出 现 , 同 样 ， 
车 y, 在 /的 信 域 之 中 ， 即 ys€ ranf, Wats PHM, BH, Bp 
当 y, 儿 ranf， 则 zx; 不 在 s 中 出 现 ， 这 样 ， 我 们 不 难 理解 在 任 一 序 


“117: 


列 s 中 ， 右 边 总 是 不 中 止 的 ， 而 左边 是 可 能 中 止 的 . 综 上 ， 我 们 有 
三 种 类 型 的 序列 ,我 们 可 以 设想 一 个 集合 秘 K， 使 得 8 EK 当 且 仅 
当 * 是 属于 下 述 形式 之 一 的 序列 


S2 


图 5.1 构造 集合 < 的 示意 图 


(1) AAIE, Bi 
s= {ene Yayyog yy, mes 
这 种 情况 如 图 1 所 示 ， 连 线 的 起 点 和 终点 始终 在 rang 与 ranf 
中 摆动 。 
(2) 左边 中 止 于 某 一 *。。， 其 中 为 某 一 固定 的 整数 ， 即 
S= {Xing Yms Xmtis Ymtis re }. 
在 这 种 情况 下 ， 连 线 的 起 点 在 si 一 rang 中 。 
(3) 左边 中 止 于 某 一 y。， 其 中 m 为 某 一 固定 的 整数 ， 亦 部 
s= { Yms mtt Ymp” }. 
在 这 种 情况 下 ， 连 线 的 起 点 在 s: 一 ranj 中 。 由 函数 f 与 x 的 一 
对 一 的 性 质 ， 不 难 验证 上 述 定义 的 集合 得到 是 两 两 不 交 的 ， 并 且 
siUs:= UK, 
现在 ， 我 们 依据 上 述 三 种 不 同 的 类 型 集合 ， 定义 下 述 各 个 
从 snsi 到 snsz 上 的 一 对 一 双 射 函数 9 。 也 就 是 说 ， 我 们 定义 一 函数 
Bo, MBP CO4AM4OWE PRA S—; 
O 对 于 上 述 情况 《1 )。 也 就 是 说 ， 对 于 每 一 整数 %， 都 有 
Xs 与 ys 在 s 中 出 现 , 这 时 我 们 令 
PKs) = Ys WEL 
GD 对 应 于 上 述 情况 (2)， 我 们 令 
P (Sa) = Yn MIM 
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Git) 对 于 上 述 情况 《3 ) ,我 们 令 
PKa) = Yn- NN 
上 述 定 义 的 这 一 簇 函数 有 这 样 的 两 条 人 性质， 
(1) 若 P Eq@， 则 PCsi Xs, 
(2) DERMDEH, MEP ED, PED, M 
PEPP NPE. 
Sh=US. 
是 由 $1 到 s: 的 函数 ， 是 一 对 一 的 ， 并 且 是 满 射 的 , 即 有 是 s' 与 
ss 之 间 的 双 射 函数 ， 因 此 有 5 二 $e， 并且 51=a，3=b， 因 此 ,我 们 
有 xz 一 b。 
定理 5.3 ”对 于 za,b,cEPo， 若 zs<0 旧 5<c， 则 < 和 ec。 
证 明 由 定理 的 前 提 ， 我 们 有 单 射 函数 户 与 户 ， 使 得 
fiia, 
fatb>e. 
$ f=f2。f,， 易 证 /是 单 射 , 并 且 
fia—>c, 


这 就 得 到 了 和 欲 证 结果 〈 见 图 2)， 


:3 ran( 户 han 和 
5,2 van f\CsHran( faf ran f,)Cran fecs, 

定理 5,2 说 明 由 定义 5. HE HR Po LW KA KERR, 
定理 5,.3 说 明志 是 传递 的 .由 此 ,可 以 说 万 形成 Po 上 一 偏 序 关系 ，。 
由 此 可 见 ， 定 理 5.2 和 5。.3 是 势 理 论 的 基本 定理 ， 它 们 使 集合 的 势 
具有 了 大 小 的 性 质 。 

定理 5.4 对 于 任意 的 集合 81 与 ss， 若 s1 忆 9:， 则 引 ,世纪 。 

这 是 定理 5.2 的 直接 推论 ， 可 以 看 出 ， 其 中 “< ”是 之 或 = 
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定理 5,5 ”对 于 任 一 集合 s， 都 有 3S< PMO. 

证 明 对 于 任 一 xEs,， 令 f(x)== {x}, HFYAn* % 时 ， 
{ajA {x2}, 即 f CoD Af Ce), MASAE > PCs ) 的 一 
内 射 函 数 ， 因 此 s 和 多 (9)， 下 面 ， 我 们 来 证 明 这 个 等 号 是 不 能 成 
立 的 。 

假定 不 然 ， 亦 即 存 在 一 双 射 函数 0:s->P (s) ,对 于 任 一 * Es, 
PEPIS), P(r) Cs, HARITA: 这 一 x 属于 9 (%) 
Mo? 首先 ， 令 so 为 所 有 使 得 *Y 人 9p(x%) 的 那些 元 * 所 组 成 ， 亦 即 

so= { lL. AsEs}. (5.4) 
显然 so 是 s 的 一 子 集合 ， 即 so€ 2 (s)， 因 为 ?是 8 一 9P(s) 上 的 双 
射 函数 ， 所 以 在 s 中 必 有 一 元 素 y， 使 得 so。=P(y ) .其 次 我 们 提出 
y€ so 是 否 成 立 这 样 一 个 问题 。 

车 yEso 由 《5.4) AAYE), 但 是 ， 由 y 的 定义 ，so = 
Py), 所 以 y Eso 

By Eso Ho=P(y) Ay Eoy) ,但 是 由 (5.4),y Es 

这 样 ， 不 管 y 是 否 属于 se ， 都 要 导出 矛盾 ， 因 此 ， 这 样 的 双 
Bt PR AG 是 不 存在 的 .定理 5,5 得 证 ， 

出 康 托 尔 的 上 述 定 理 ， 立 即 可 得 下 述 定理 ， 

定理 5.6 N< HO). 

康 托 尔 定理 在 集合 论 的 发 展 史 上 具有 重要 意义 ， 它 首先 揭示 
了 存在 一 列 集合 ， 其 势 越 来 越 大 ， 并 且 是 无 尽 止 的 〈 对 于 任意 给 
定 一 集合 s， 总 有 势 比 s 的 势 更 大 的 集合 存在 ) 。 

康 托 尔 定理 还 揭示 了 证 明 数 学 定理 的 一 个 重要 方法 一 -对 角 
方法 (或 对 角 过 程 )， 

注 记 5.4 ”由 康 托 尔 定理 ， 对 任 一 a € Po， 都 有 2， 使 得 4<b。 
这 样 ， 在 偏 序 结构 (Po，<> 中 就 没有 孤立 点 了 ,集合 可 以 通过 取 
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REAM ep, WAM BMRA kK. MaRS A 是 无 
止境 的 。 
2125.5 ” 当 s 为 有 穷 集合 时 ， 比 如 ， 有 一 自然 数 4， 使 得 一 
ne BEF (8) = 2°. TKR (9) = 2" . 仿 此 ， 当 s 为 无 穷 集合 时 ,我 们 
WHA) 记 做 2 .这样 ， 定 理 5.5 就 是 ，s<2 ,定理 5,6 是 ,只 < 
28 。 
由 康 托 尔 定理 ， 我 们 可 以 超 穷 递归 地 定义 势 的 无 穷 序 列 。 
定义 5.5 + 
-j= 0, : 
Jan = 2”, 
= U Tas “NECK ait. 
aA 


其 中 站 是 希 伯 菜 文 的 ^ 贝 斯 ”字母 ， 这 样 ， 了 .就 称 为 贝斯 数 ， 
由 此 ， 我 们 再 次 获得 了 无 穷 势 的 一 个 无 穷 序列 (贝斯 数 的 无 穷 序 
列 )， 

Je Thy Tey s estts las (5.5) 
序列 (5.5) 与 序列 GD 的 关系 是 什么 呢 ? 当然 ,由 定义 下 = 
ou ， 也 就 是 它们 的 首 项 是 相当 的 ,其 余 的 项 是 否 相 等 呢 ? 特别 地 ， 
了 = 是 否 成 立 呢 ? 这 是 需要 我 们 讨论 的 问题 


$4 连续 统 假设 


=O BRR? 这 是 我 们 需要 着 重 讨论 的 问题 , @, 是 第 
一 个 不 可 数 的 序数 ， 也 是 第 二 个 无 穷 基 数 ， 而 小 是 集合 2( @ ) 
的 势 。 这 就 是 说 ， 我 们 的 问题 是 

Po) =O, 
是 否 成 立 ,由 式 GO 和 at 的 定义 我 们 知道 ，o: 是 大 于 @o 的 最 小 
的 基数 .因此 就 有 
0,<2°9, (5.6) 

或 者 由 与 2", 是 不 可 比较 的 ,而 康 托 尔 认为 任 二 集合 的 势 都 是 可 比 
较 的 。 
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FHERR 〈 或 势 的 三 分 法 ) 对 于 任意 的 集合 st s2, 

下 述 三 式 
S1<S2, S1=S2, $2 Ss 
中 恰 有 一 个 成 立 . 或 者 说 ， 对 于 任意 的 a,5EPo， 下 述 三 式 
a<b, a=b, b<a 

中 恰 有 一 个 成 立 。 

由 势 的 三 分 法 ， 式 (5.6〉 无 疑 是 成 立 的 ,但 是 式 (5.6〉 中 
的 等 号 是 否 成 立 呢 ?如 果 它 不 成 立 ，2” 应 当 等 于 式 〈3.9) 中 那 
一 个 基数 呢 ? 康 托 尔 猜 想 等 号 是 成 立 的 ， 也 就 是 说 ， 应 当 有 

2% = Sy, (5.7) 

亦 即 了 j= @:， 这 就 是 著名 的 连续 统 假 设 ， 也 称 康 托 尔 猜 想 ,并 且 
188 2 年 集合 论 的 葛 基 者 康 托 尔 曾 宣布 ， 他 已 经 证 明了 2s R. 
并 说 即将 公布 证 明 。 但 是 ， 直 至 康 托 尔 〈1845 年 3 月 3 日 一 1918 年 1 
月 6 日 ) 去 世 ， 也 没有 能 公布 他 的 证 明 . 大 概 在 1882 年 后 ， 他 发 现 
了 他 原来 的 证 明 有 错误 而 未 公布 .这 位 贡献 卓著 的 伟大 数学 家 在 
临 死 前 ， 对 他 未 能 解决 这 一 问题 还 表示 了 遗憾 。 

1900 年 ， 著 名 数学 家 希 尔 伯 特 (CD. Hilbert) 在 巴黎 数学 大 
会 上 的 著名 演讲 《数学 问题 》 中 列举 了 二 十 三 个 未 解决 的 数学 问 
题 ， 癌 本 世纪 的 数学 家 挑战 ， 其 中 第 一 个 就 是 “28 BF NG?” 
1925 年 , 希 尔 伯 特 曾 提 出 -- 个 试图 解决 连续 统 猜 想 的 大 纲 , 他 认为 
按照 他 的 大 纲 是 可 以 证 明 2* =R Ri, 后 来 人 们 发 现 他 的 大 
纲 也 是 错误 的 ， 因 为 他 用 了 “自然 数 集合 的 每 一 子 集合 都 是 递 归 
集合 ”这 一 命题 ,但 是 ， 后 来 ， 递 妇 函 数理 论 (数理 逻辑 的 一 个 分 
x) 对 算法 的 柑 念 逐步 精确 化 ， 在 本 世纪 三 十 年 发 现 ， 并 非 自 然 
数 集合 的 -- 切 子 集合 都 是 递归 的 ， 递 归 子 集合 只 有 No 人 个， 大量 
的 子 集合 是 不 递归 的 。 

ao 是 最 小 的 无 穷 基数 ， 在 注 记 5,1 中 我 们 曾 规定 ， 任 一 集合 
s， 如 果 存 在 一 函数 /使 得 s 与 0 是 一 一 对 应 的 ， 就 称 集合 * 是 可 数 
的 .不 难 证 明 奇 数 集合 、 偶 数 集合 、 平 方 数 集合 、 素 数 集 合 、 
数 集合 、 甚 至 有 理 数 集 含 、 代 数 数 集 合 都 是 可 数 的 ， 
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AfG@) =a E50,1]， 并 且 ranf 二 [0,1). 我 们 把 ra nf 列举 为 式 

(5.9)， 于 [0,1) 中 全 部 元 素 都 列 在 式 6.9 中 了 。 央 为 [0.1) 
中 任 一 元 都 可 表 为 一 无 限 小 数 ， 即 式 《5。8 ), 其 次 ， 当 我 们 找到 
了 一 数 gz， 并 满足 证 明 中 的 条 件 (1)、(2》〉》 时 ， 从 而 获得 了 一 
个 矛盾 .因此 ， 题 设 [0,1) 可 数 是 错误 的 ,从 而 完成 了 和 欲 证 结果 ,但 
是 ,一 些 初学 的 读者 ,常常 对 上 述 过 程 弄 不 清楚 ,有 人 提出 ,把 找到 
的 数 g WE 〈5.9) 中 不 就 可 数 了 吗 ? 我 们 说 ， 不 能 这 样 做 。 因 
为 ， 前 提 已 经 规定 了 [0,1] 中 元 都 在 式 (5.9) 中 ,证 明 的 过 程 不 
在 于 找到 一 数 ， 而 在 于 找到 了 由 题 设 所 得 到 的 矛盾 命题 ， 从 而 
说 明 题 设 是 不 成 立 的 .这 是 人 们 使 用 反 证 法 、 归 衣 律 证 明 数 学 定 
理 时 的 一 个 基本 步 孤 。 

定义 5.6 我 们 把 集合 50,13 的 势 记 做 只 ， 亦 即 N= [1,02。 
AIT, tI fee. 

定理 5.8 Sal GF, bER, Ha<d, jilCe,b3, Ca,d),Ca, 
b5 (a,b) 的 势 都 是 只 。 

证 明 Sf(x)=a+(b-a)x, 显然 /为 [0 一 [ec ,9 的 一 双 
射 函 数 ， 这 就 证 明了 [ea ,所 的 势 也 是 只 ， 由 于 任 一 无 穷 集 合 删 去 
有 穷 个 点 仍然 与 原来 集合 对 等 ， 从 而 知 [4,5) ， (a,b), (a,b) BY 
势 也 都 是 从 。 

定理 5.9 ”对 于 任意 的 自然 数 %，n 个 势 为 只 的 两 两 不 相交 的 
集合 之 并 集合 ,其 势 仍然 是 名 

_ 证 明 令 % 个 不 交集 合 为 s1，sz，…ssn，s = si1UszU USa FF 
Hs = ,1<i<n RNB EMER MOOD, a=0<acarce< 
An-1<dn = 14) Re EPR Ca ai), t= 1, 2yee sn。 每 一 个 
半 闭 区 间 的 势 都 是 六 ， 所 以 可 以 使 Cai-1， a) 5 s 做 成 一 一 对 
应 ， 又 因 [0,1 为 这 些小 半 闭 区 间 之 并 集合 ,所 以 s 与 [0,1] 成 一 一 
对 应 ， 定 理 得 证 。 

定理 5.10 ”全体 实数 所 组 成 的 集合 静 的 势 也 是 & 。 

证 明 ”因为 鹏 可 分 割 成 可 数 无 穷 个 半 闭 区 间 之 并 集 A, Bl 
如 
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R= WACK-1,k)UC- hy k+}. (5.12) 


而 区 间 (0,13] 可 依 下 列 方 式 分 割 成 可 数 无 穷 个 半 闭 区 间 的 并 集合 。 
1 1 
0,1= (Cais 9 EFT 小 (5.13) 


由 定理 5.9,(1/CR+ 2),1/CR+DIGCR 1,2) UC- 2, - RAD EE 
势 的 ,所 以 ,由 式 6.12 56.19) 可 以 获得 鹏 与 半 闭 区 间 (0,] ] 
Sh. MZ= y. 
由 定理 5,7 与 定义 5.6， 我 们 有 No<<R ,我 们 已 有 No<2so， 但 
是 ，R 与 28 ,的 关系 是 什么 呢 ? 它们 是 否 相 等 呢 ? 
定理 5.11 ”集合 [0 ,1 与 集合 Sz (@) 是 等 势 的 ， 即 
= 2% 
HERR A g. 
定理 5.1] 说 明 ， 自 然 数 集合 o 有 多 少子 集合 的 问题 ， 就 是 区 
MC 0,1 ] 上 有 多 少 实数 的 问题 ,也 就 是 实数 有 多 少 的 问题 ,或 直线 
上 点 有 多 少 的 问题 .所 以 ， 这 个 问题 就 称 之 为 连续 统 问 题 .连续 统 
假设 (英文 为 continuum hypothesis) 时 常 缩写 为 CH， 而 广义 
连续 统 假设 (generalized continuum hypothesis) 
Pas Nap G.14 
时 常 缩写 为 GCH.。 
假设 6.7) 成 立 ， 而 且 我 们 知道 在 RN. 5 R ZHRBRE 
J, ORE, ENS 之 间 就 没有 其 它 势 了 ,因此 ，CH 就 是 说 ， 
实数 集合 绽 的 任 -- 无 穷 子 集合 ， 它 的 势 或 者 是 可 数 的 《 亦 即 为 
So), RAE 《 亦 即 与 鹏 是 一 一 对 应 的 )， 用 公式 来 表示 ， 就 
是 ， 
Vs(sC BSE oVS=2"0). (5.15) 
希 尔 伯 特 在 《数学 问题 》 一 文中 说 ，“ 康 托 尔 关于 这 种 集合 
的 研究 ， 提 出 了 一 个 似乎 很 合理 的 定理 ， 可 是 ， 尽 管 经 过 坚持 不 
往 的 努力 ， 还 没有 人 能 够 成 功 地 证 明 这 条 定理 ， 这 一 定理 就 是 ， 
每 个 由 光 穷 多 实数 组 成 的 系统 ， 亦 即 实数 集合 组 的 无 穷 子 集合 
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(或 点 集合 )， 或 者 与 自然 数 1,2,3… 组 成 的 集合 等 势 ， 或 者 与 全 
体 实数 组 成 的 集合 等 势 ,从 而 与 连续 统 ( 即 一 条 直线 上 的 点 的 全 
体 ) 等 势 ， 因 此 ， 就 等 势 关 系 而 言 , 实 数 的 无 穷 子 集合 只 有 两 种 ; 
可 数 集合 和 连续 统 。 他 接着 又 说 : “由 这 条 定理 ,立即 可 以 得 出 结 
论 ， 连 续 统 所 具有 的 势 ， 紧 接 在 可 数 集合 势 之 后 ， 所 以 ， 这 一 定 
理 的 证 明 ， 将 在 可 数 集合 与 连续 统 之 间架 起 一 座 新 的 桥梁 。" 希 尔 
伯 特 的 这 些 话 ， 充 分 地 表现 了 他 对 连续 统 问 题 的 高 度 评价 ， 并 且 
在 他 的 长 长 的 二 十 三 个 问题 的 表 中 ,第 一 个 就 写 上 了 :“ 康 托 尔 的 
连续 统 势 的 问题 ,” 

正 因 为 连续 统 问题 是 数学 中 这 样 一 个 很 根本 的 问题 ， 或 称 为 
数学 基础 的 问题 ， 长 期 以 来 它 一 直 是 数理 逻辑 (特别 是 它 的 一 个 
分 支 一 一 公理 集合 论 ) 的 一 个 中 心 问题 , 近 一 百年 来 ， 昌 然 经 过 
许多 著名 数学 家 的 不 懈 的 努力 ， 取 得 了 几 项 重大 进展 (这 些 发 展 ， 
我 们 将 在 第 九 、 十 章 中 给 以 较 详细 的 说 明 )， 但 并 未 完全 AFR, 
至 今 仍 是 数理 逻辑 的 中 心 问题 之 一 ， 仍 有 不 少 著名 的 数学 家 为 寻 
求 它 的 答案 不 懈 邮 努力 ， 

连续 统 问题 的 最 终 解决 ， 将 给 数学 带 来 重大 影响 。 早 在 1934 
年 ， 谢 宾 斯 基 ( W ,Sierpinski ) 在 他 的 《连续 统 假设 》 的 专著 
中 ， 曾 列举 了 十 二 个 与 CH 在 逻辑 上 等 价 的 数学 问题 ， 并 列举 了 
CH 的 82 个 推论 ,近年 来 ， 又 有 新 的 推论 出 现 ， 

连续 统 问题 是 数学 问题 来 源 于 几何 、 力 学 、 物 理 等 方面 的 现 
实 问题 的 一 个 范例 ， 争 尔 伯 特 在 《数学 问题 》 一 文中 曾 严 肃 地 批 
评 一 些 数学 家 片面 理解 数学 的 严格 性 ， 他 说 ; “这 种 意 见 ， 有 时 
为 一 些 磊 有 名 望 的 人 所 提倡 ， 我 认为 是 完全 错误 的 ， 对 于 严格 性 
要 求 的 这 种 片面 理解 ， 会 立即 导致 对 一 切 从 儿 何 、 力 学 和 物理 中 
提出 的 概念 的 排斥 ， 从 而 堵塞 来 自 外 部 此 界 的 新 的 材料 源泉 ， 最 
终 实际 上 必然 会 拒绝 接受 连续 统 和 无 理 数 的 思想 ， 这 样 一 来 ， 由 
于 排斥 几何 和 数学 物理 ， 一 条 多 么 重要 的 、 关 系 到 数学 生命 的 神 
经 被 切断 了 |! ” 希 尔 伯 特 的 意见 是 十 分 清楚 的 ， 纯 数学 需要 从 外 
部 世界 中 吸取 新 材料 ,外 部 世界 是 数学 的 新 的 源泉 。 希 尔 伯 特 热情 


+ 128 - 


地 军 持 数学 与 外 部 世界 的 联系 ， 把 它 提 到 “数学 生命 的 神经 "这样 
的 高 度 ， 

注 记 5,7 A (5.6) 成 立 是 根据 势 的 三 歧 性 原 册 获得 的 ， 换 
HZ. €9 HSK BWA M. Mo, 与 2 可 能 是 不 可 比较 的 ， 
即 式 6.0 不 成 立 , 所 以 ， 式 (5.7) 是 与 势 的 三 歧 性 原则 有 关 
的 .同样 ， 广 义 连续 统 假 设 〈5.14) 也 是 依赖 于 势 的 三 歧 性 原则 
作出 来 的 .但 是 ， 连 续 统 假设 的 式 (5.15) 是 与 势 的 三 歧 性 原则 
无 关 的 ,类 似 地 ， 对 于 任意 的 无 穷 势 p， 我 们 令 六 是 大 于 5 的 最 小 
的 势 ( 它 的 存在 性 是 由 康 托 尔 定理 保证 了 的 ), 这 样 ， 与 势 的 三 歧 
性 原则 无 关 的 广义 连续 统 假设 的 形式 是 

2 一 0 (5.16) 
其 中 ! 为 任意 的 无 穷 势 。 

2125.8 在 势 的 三 战 性 原则 之 下 Poe,< > 不 仅 是 一 偏 序 ， 
而 且 也 是 一 线 序 了 ,此 时 ， 有 Po 一 Ca .今后 ， 在 不 特别 说 明 时 ,我 
们 都 假定 势 的 三 歧 性 原则 成 立 。 


§5 基数 的 初等 运算 


由 于 Po = Ca 成 立 ， 今 后 基数 与 集合 的 势 就 统一 起 来 了 ， 并 
巨 在 建立 新 概念 、 证 明 新 定理 时 我 们 就 统一 运用 它们 的 性 质 了 。 
定义 5.7 wee, ACCa, EM 
a) kthesUs, HPS, =k, =h BaN Ø, 
(2) KA= Ss Xs, Hs, =k, w=, 
(3) k=s19, Prk, 至 = 人。 并且 
Sı 4 $2= { fl fise>s } 
$725.9 可 以 看 出 注 记 5.5 中 多 (9 = 2 的 约定 和 定义 5.7 
是 一 致 的 .f's 习 2 说 明 f 是 集合 s 的 特征 通 数 ， 特 征 函 数 与 ; 的 于 集 
合 是 一 一 对 应 的 ,多 (sS) 为 的 所 有 子 集合 的 数目 ， 而 2 为 ;的 于 集 
合 的 特征 函数 的 数目 ,因此 ,G3) =2" ,92 (s) 已 称 为 的 里 集合 
ost s 称 做 8 对 ss 的 超 吉 或 由 集合 ss 到 集合 s a. Alt, 在 定义 
5。.7 中 + 入 称 基数 8 与 之 和 ，k* 入 称 基数 与 \ 之 积 ，%: 称 基数 对 
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A aR. 
M58 对 于 任意 的 序数 @， LEN Bry Bo, 令 
<2 ,02>R<B, ,Be > = max (t, 22) Lmax (Ri B2) 


定理 5,12 


V(max(a, 32) =max( By »B2) A@,<B1) 
V(max(4,,@2) =max(B,,B2)Ae= Bi 
Na <B). 

由 定义 5.8 给 出 的 关系 R 是 On x On 的 一 良 序 ， 并 


且 对 于 任意 的 序数 4g，@。X9。 是 On x On 的 一 前 节 。 


证 明 从 略 ， 


定理 5.15 


对 于 任意 的 序数 o， 都 有 Co.，E > 与 Co Xo。,Ry 


是 同 构 的 ， 其 中 尺 是 定义 5.8 中 定义 的 类 关系 .从 而 有 oz: 一 oo。， 
EA ”假定 是 使 得 定理 不 成 立 的 最 小 的 序数 , 则 ，0@。 同 构 于 
0。X@。 的 一 真 的 R 前 节 ， 比 如 它 同 构 于 
Og <B: ,Ba>)= {60 o>] <A ,02> RK Bi, Ber} 
4 B< 0. {ii 9B, <B3,B2< Bs, 这 样 ， 有 


Or€<8,, 82>) CBs X Bs. 


Hit, RNA—B<e, E1 


@, =Ox2(<B1, 82>) LBX B, = @% 


成 立 . 由 假定 ”23= oo* 由 此 ， 有 


Da KO Da, 


这 是 一 个 矛盾 .因此 ， 欲 证 结果 成 立 。 
以 下 三 条 定理 是 显然 的 ， 


定理 5,14 
定理 5.15 


SXs. 
定理 5.16 
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Oa +@,=max(@, ,@,;), 
@q*@;=max(O,,%,%).« 


对 于 任意 的 无 穷 集 合 s， 都 有 35:=S$， 其 中 5:= 


Bs NEB, sØ, wy) 


一 一 一 一 ERROR æ = 
sı X se=5,Use=max($;, S20 


$6 莱 文 海 姆 -斯 科 伦 定理 


ISOa WA 


U (ranf) <@, X dom f. 


证 明 U(ranf)<(maxf(x)).dom/ 
xEdomf 


<o domf 
<o,Xdomf . 
定义 5.9 令 F 是 一 类 函数 ，s 为 一 集合 ， 如 果 
ran(Ffs)Cs, 
则 称 集合 s 是 关于 下 封闭 的 
定义 5.10 ”车 类 s: 是 满足 下 述 两 个 性 质 
C1) Cs, ` 
C2) ran(Fhs,)cCs, 
的 最 小 的 类 ， 则 称 s: 是 类 sz: 关于 严 的 闭 包 ， 
定理 5.18 〈 莱 文海 姆 -斯 科 伦 定理 ) 若是 一 集合 ， 且 卫 是 
一 类 函数 ， 则 存在 s 关 于 的 闭 包 7。 且 IT 是 一 集合 ， 当 为 无 穷 集 
an, T=3. 
证 明 对 于 任 一 集合 x， 令 
G(x)=xUran( Fia). 
显然 ，G 是 一 个 类 函数 ,现在 ， 递 归 地 定义 函数 /如 下 ， 
f(0)=ss 
fn+1)=G(f/(n)), 
则 dom f= 一 @，ranf 是 一 集合 ， 令 T= U (ranf)， 则 T 是 一 集合 ， 
并 且 易 证 它 是 s 关 于 下 的 一 闭 包 , 当 s 是 一 无 穷 集合 时 ， 有 


ran(Fls)< Sy 
Fo-3, F=, 
U (ranf) <sX@=max( 3 ,0) =3, 
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FE Utran=foo=s. 
因此 T=Utanj)=s. 
定理 5.18 是 一 个 基本 定理 , 它 首先 由 莱 文 海 姆 (J.Swenheim， 
工 .)1915 年 给 出 ， 斯 科 伦 (Skolem， 工 , ) 于 1920 年 作出 了 推广 并 
给 出 了 新 的 证 明 方 法 .这 一 定理 还 有 以 下 的 推广 形式 。 
定理 5,19 Hs 是 一 集合 ， 且 Fi，…，F 是 一 元 类 甬 数 ， 
Hy, ow, Ante AR RK. B 
FVV, i=l, =, k, 
HEVXV >V, j=1, =, 
ERA PRR ye Pei o HM- AMET, E 
了 是 一 集合 ， 当 ;为 无 穷 集合 时 ，7 
证 明 对 于 任 一 Hat, + 
G(s)=xUran( Fy) s*)u--Uran( Ft) 
u an(HifsX#)UusUran€ Hani XA 
BR, CA-PREBA. AME E5. 1A, WRB MIE 
结果 ， 
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定义 5,11 令 了 为 任 一 集合 ， 对 于 任意 的 ?E T，x; 都 是 一 基 
数 ， 即 [cel } BRE ERA AR if CI ER = 
SAEBRAB ERA BAAR. 
Li k= U sis 


并 称 De LE (c i€!} 的 各 ， 
‘ERE MoE (s€ } 两 两 不 交 的 限制 是 非 本 质 的 ， 如 可 
R= {i} xf，1E7 易 证 ， 这 一 能 集合 是 两 两 不 交 的 。 
定义 5,12 令 工 是 任 一 集合 ，{ xzlzEL} 是 一 镁 基数 ， 集 
Ae slic) 使 得 = s， 称 
Js= {SYD AV EISD ES)} 


ie! 


为 此 集合 能 的 超 积 或 广义 笛 氏 积 ) ， 并 把 

Tla= Is 

vel ies 

称 之 为 基数 往 的 超 积 《或 广义 笛 氏 积 ， 有 时 了 也 称 为 标号 集合 )。 
由 定义 5,12 可 知 ， 若 了 为 有 穷 集 合 ， 且 对 任 一 *E7T， 忆 都 是 


自然 数 ， 则 2 kx 和 了 工 Iw 分 别 为 有 穷 的 算术 和 与 算术 乘积 。 
ier der 


定理 5,20 Rn T ORARE Ko Ey es 
(1) yee manta ts Ka), 
tent 
C2) 工 x= maxis, Ri, Ka) 
ign 
证 明 (D 是 显然 的 ， 证 明 从 略 , 这 里 仅 证 明 (2)。 我们 施 
归纳 于 自然 数 %。%=0， 结 论 显然 成 立 。 假 定 对 于 任 一 自然 Bm 
(2) 成 立 ， 现 在 来 证 明和 +1 时 (2) 也 成 立 ， 
对 于 自然 数 m 时 ， 归 纳 前 提 2) 成 立 , 可 以 分 为 两 个 步 又 ， 


[ÒK = ro ks ok, (5.17) 
iem* 
Ko eK Ky, = Max Koy yy wy (5.18) 
RATE EA 
Tl Ki = Kos Kye eK eK +ly (5.19) 


i én 
koki" Rmt kmi = max( ko, hist s Rm41) (5.20) 
由 定理 5.14 和 式 5.18), KH 6.20 是 显然 的 ,对 于 式 
(5.19)， 由 式 G.17) TA, WEZ 


fimt>CU RD, (5.21) 


lemt 
Viem*( fl) Ex) (5.22) 
的 函数 的 数目 为 hoe Bie eku & 
k= koe Eli*****h,,e 
现在 把 满足 条 件 式 6.2D 与 6.22 的 每 一 函数 / MP 
Ae: 
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dom g=m + 2, 


FD, iEm+1, 
ei={ 
a, 1=m +1 HaC mate 
显然 ， 对 于 每 一 f/， 都 可 获得 htt 个 函数 g. 因 之 ， 式 (5.21) 
成 立 , 这 就 证 明了 式 (5.19)， 从 而 获得 了 和 欲 证 结果 成 立 ， 
定理 5.21 车 对 于 任 一 序数 6， 基 数 p 与 ha。(a EB) 缘 不 为 0 且 
至 少 有 一 个 为 无 穷 基 数 ， 则 有 
C1) 车 s= { <a,E>leCBAECR.}, 
Were 
C2) KE Ka= eka), 
agf MA 
(3) Z k=k°B, 
agg = 
€4) MikeK,=Kes, 
aép 


建议 读者 自己 证 明 这 一 定理 。 
定理 5,22 ”对 于 每 一 序数 c，X .+ 是 正则 的 。 
证 明 BREDA, Ren BEN .个 集合 的 并 ， 并 且 它 们 的 
每 一 个 都 小 于 等 于 N。， 这 样 ， 我 们 有 : 
Nan LE Noa= Nat REN, 
BE Oa 


RKE—AFPE, W, .si 是正 刚 的 。 

定理 5,22 是 说 ， 对 于 任 一 t EK:， 民 .是 正则 的 。 

定理 5,23 对 于 任意 的 基数 ,， kay #2<hi Skz 则 At: = 
24:。 


证 明 2*:<<*， (1) 
<Fe(h2 X ki) (2) 
= Qk yoky (3) 
=2*s, (4) 


其 中 (D 是 由 于 2Ch，(2) hT HABA EBS 
有 /Ch2X kl, (3) 是 据 注 记 5.9,(4) 是 由 于 ha* hi 二 max(kz,h1) 二 
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kas XBL T GUE SE R. 
定理 5.24 GEER) 对 于 每 一 ET, 若 如 <XNw。， 则 有 
ES 
其 中 必 ，X 为 任意 基数 ， 
证 明 Foil F ke<U A. 45,21, Ti=h, CT; As 是 两 


s= U Sis T= Ta (5.23) 


因为 对 于 每 一 上 ET， 有 c = 一 7 一 % 基 允 ， 在 c 中 取 一 固定 元 记 
做 万 ,对 于 每 一 xEs， 作 一 画 数 g;: 如 下 ， 
dom( g:.)=1, (5.24) 
x, 当 7 一 加 
gD={ (5.28) 
ti, Mji GET. 
现在 ， 作 一 对 一 的 函数 亡 s 一 7 使 得 当 xEs 时 ，f(%)= gree 
因为 由 式 (5.24) 与 (5.25) 可 扼 grxET 并 且 是 两 两 不 交 的 。 为 
了 直观 地 解 理 它们 ， 不 妨 假设 I 为 一 有 序 集合 ， 这 时 可 知 ，gis 分 
BA 


LX bay fay ots beg crete > 1 E Sty 
Chis Ne, ta, ore, tis secco 5 X2E S2 
Khis bay bay seg iy tet’ >, Ni Si, 


每 一 个 了 序列 都 恰好 含有 一 个 *:， 其 余 的 全 为 固定 元 素 #;. 当 
x 遍历 所 属 集合 s 时 ， 就 分 别 构成 了 T 的 一 子 集合 ， 这 些 子 集合 
于 不 相交 ， 且 各 个 都 与 SGETZ) 等 势 .因此 ，s 与 的 一 子 集合 等 
势 ， 即 s<T， 
其 次 ， 我 们 证 明 s 关 了 ,假定 不 然 ， 就 有 s 与 7 之 间 一 一 对 应 函 
数 g， 即 g 是 一 对 一 的 ， 且 
domg= U sis rang= Ti (5.26) 
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AA He 5.12, THERREBR Ape- 了 满足 
下 述 两 个 条 件 ， 
f:I>UT, (5.27) 
Viel fiETs). (5.28) 
WA (5.26) ,对 于 任 一 x%E€s, 有 gC(%)ET， 因此 xz(%) 是 满足 
A (6.27) 与 (5,28) 的 某 一 函数 六 (由 于 & 的 一 对 一 性 质 ， 卫 是 
存在 崔 一 的 ) ,对 于 这 一 函数 /和 任意 的 ?ET， BALMET, RK 
BZ, <4, DPE: ADET. 
w= (ia, fap lrEeIAx€sAf=elx}, (5.29) 
则 gy 是 函数 g 在 T, 上 的 投影 ， 显 然 g; 仍 然 是 一 对 一 的 ,并 且 有 
ran( gif s) = $<T,. 
令 c 二 Ty 一 ran( es), Bot, FE, RNA 
Tatd. (5.30) 


BEREN ov, 显然 fo€7 ,由 g 的 定义 ， 总 有 一 *%o€ s， 和 使 得 


g(%0)= fo. 
对 于 这 一 xo, 由 s 的 定义 ， 必 有 一 io ETI, 使 得 xo E sigs HE, 
fo€ran( gl sz). Ruit, 对 于 每 一 ET, 都 有 


fo(t) Erant gil si), 
特别 地 ， 应 当 有 

folio) € ran( gid sro)。 (5.31) 
Sit, MHE~-i, WESE, Howe, RA 

folt) Eran( gil si). 
特别 地 ， 就 有 

Fio)Eran(gisro)。 (5.32) 


这 样 ， 式 (5.31) 与 6.32) 是 一 了 矛盾。 显然 ， 这 一 矛盾 是 由 于 
假定 :与 了 之 间 的 双 射 函数 g 引 起 的 . 因此， 这样 的 函数 g 是 不 存在 
E REAT. 

综 上 ， 我 们 已 经 证 明了 定理 5.24 成 立 。 

注 记 5.10 定理 5。24 的 证 明 过 程 也 是 对 角 方 法 的 一 个 典型 的 
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应 用 . 为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 进一步 分 析 上 述 证 明 过 程 ， 对 于 满 
足 条 件 〈5.26) 的 函数 g， 我 们 曾 据 式 〈5.29) 定义 函数 g ET: 
上 的 投影 ,现在 作 些 推广 ， 令 
g= {x fUDIETAZET AES: Af =g) Y}. 
这 实际 上 就 是 函数 gs。 可 以 称 为 函数 g 从 集合 37 在 7 EMRE. 
对 gi,; 取 对 角 即 giis 显然 有 
‘s=ramg:,i<Ti. 
这 就 说 明了 ran giCiT, MMA 
C=T rangisY。 

KN, FESR { cil?ET} 的 超 积 ， 其 中 的 元 fo. A fo) 
Eco 对 一 切 fE 7 者 成立, 六 是 出 对 角 方 法 获得 的 函数 。 并 称 之 为 对 
Fi EBL 

例 5.1 令 标 号 集合 为 o，s, 恒 为 1，7, 恒 为 2, 由 定理 5,24, 有 
Z 1<N 2, (5.33) 


igo 
即 Ro<2k。。 
RAIA UT 2 的 情况 ,由 定义 5,12， A (5.33), BREA 
iE 


{f| fto>2 } 的 数目 如 图 5,2 所 示 ， 这 一 马 中 的 每 一 函数 对 应 于 
图 5.3 中 无 穷 树 的 一 个 枝 , 这 一 树 有 一 个 树 根 《4 点 〉 和 许多 节点 ， 


图 5.3 —REHKHOR ERE 
每 全 节点 都 生出 两 个 树 又 ， 向 左 的 树 又 的 高 一 蚌 节 点 标 上 1 A 
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的 则 标 上 0， 依 此 类 推 , 树 高 为 o, 这 一 树 的 各 树枝 〈 即 通路 ) 对 应 
于 各 个 函数 广 @->2 的 取 值 , 世 就 是 说 ， 此 椅 的 每 一 通路 都 怡 好 表 
达 满 足 产 @ 一 2 的 一 函数 ， 即 开 2 的 一 元 ， 

对 任 一 1€E 0， 令 ， 

Ci 了 一 3 
Kha 中 恰 有 一 点 ， Tle#%, 由 对 角 方法 ,在 ITe: 中 获得 的 函 
数 记 就 是 一 个 对 角 函 数 。 

注 记 5,11 X 〈5,.30) 的 前 提 是 ,对 于 每 一 ET， at? 由 此 
获得 式 (5.30)， 这 里 隐 含 着 一 条 重要 的 原则 ， 这 就 是 下 述 乘积 
原则 ， 或 乘积 定理 ， 我 们 将 证 明 它 也 是 选择 公理 的 一 种 等 价 的 形 
xX. 

鳞 积 原则 ”对 于 任意 的 标志 集合 1 和 定义 在 T 上 的 函数 g(i)， 
EVIE ED), W 

Tg#®. 


定理 5.25 对 于 任意 的 集合 51， $2 5583, 我 们 有 
Ep((s: $ s2) tss, si f (s2Xss)) 


成 立 。 Bp (sihss) fsa = sı $ (s2XSa)0 

证 明 我们 按 下 述 方法 定义 集合 (st sts 上 的 函数 8g， 
若 f Elsi? se)1fss 且 yEss， 则 f(y)Elsit 52),。 世 就 是 说 1/(y) 是 
满足 


fCy)isesie (5.3 

的 函数 .这样 ， 如 果 xE sa， 则 有 
(fly) (4) ES. (5.35) 

这 时 ， 我 们 用 下 式 指 定 函数 g( 六: 
(g(f Ca, y=C(fCy(4), (5.36) 


FRA gfe SeXsams eh, A 
g(f) Esi $ (sx S2) (5.37) 
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从 而 ， 获 得 

gids: fs.) $ sasi $ (92X83). 
现在 我 们 来 证 明 g 是 集合 (s1 4 so) 4 ss 到 sf (szXss) 的 双 射 函数 。 
为 此 ， 我 们 证 明 

C1) Æ HESsf+(s:Xs)， 则 有 FE(s ts) tsa, {E4 
a(fo=h. 

此 时 ， 对 于 任 一 yEss， 令 

Py(%)=h(X, VI, %EsSz, 
AAAs ys, MPCs, MAE PECs ts). Sfly)= 
Pp Auk, RNAS Csi ts.) +s, KAA 
his, y= fy), (5.38) 
从 而 有 g( 了) 二 %, 即 函数 g 是 满 射 ， 
(2) 现在 我 们 来 证 明 g 是 单 射 ， 即 如 果 f1€ (st tse) t ss, 
fE (si ts.) bss, 并 且 g(f1)=g(f;), J fi = sz. 

AA f BERAS, (RHA C ts), WAU 与 
fz(y》 定 义 域 均 为 2， 值 域 均 为 ss， 并 且 由 式 (5。36) 和 式 (5,35)， 
我 们 有 

gifod=g( fD >N y Es N Esl fiya = (fal y(4)) 

>Y y Ess fi(y)= f(y)) 
>fi= fre 

这 样 ， 我 们 就 完成 了 (2) 的 证 明 。 

BE, RIRES TRER 

定理 5.26 ”对 于 任意 的 基 Bm, Kes Ks， 我 们 有 (K2) = 
Lv 

2725.12 定理 5.26 对 于 有 穷 基数 与 无 穷 基数 都 遵守 同一 运 
算法 则 。 

ABEM CD. König, 1905) AULT HAH, THR 
们 将 看 到 它 为 广义 连续 统 假设 提供 了 某 种 肯定 性 结论 ， 

定理 5.27 对 于 每 一 序数 4， 都 有 

Rax<ci(2N.). 


° 137 - 


证 明 假如 Elta) <a. , WARM FE { «,|¢€o.,}, 使 得 对 
于 每 一 1 € 06， Hr LPa, FE pT 成 立 ， 然而 由 定理 


5.24， 我 们 有 : 
E KLI 2 一 (28c)8c 一 28， 


ico jeo 
这 是 一 个 矛盾 ， 因 此 ， 有 aoe<cf(28) 。 
定理 5.28 NTH Be, Hest Fo, W2 Ata. 
证 明 ”由 定理 5,27，cf(2*。》 是 不 可 数 的 ,然而 由 定理 3,27， 
及 w 共 尾 于 @， 有 cf( 员 <) 一 cf(c)=O. 这 就 获得 了 和 欲 证 结果 ， 


§8 不 可 达 基 数 


在 定义 3,14 中 ， 我 们 曾经 引进 了 弱 不 可 达 基 数 的 概念 ， 本 节 
我 们 使 用 这 一 概念 进一步 建立 不 可 达 基 数 的 概念 。 

定义 5.15 对 于 任意 的 基数 kx， 如 果 t 同 时 满足 下 述 三 条 : 

(1) o<k, 

(2) 若是 序数 的 一 集合 ，Va(ecEs-*a<m Hs<k, Sil 
Uscks 

(3) Va(s<Kk>2 CK), 
则 称 * 为 一 不 可 达 基 数 ， 

当 取 x 为 08 时， 上述 定 义 中 的 条 件 (2) 与 (3) 是 同时 成 立 的 ， 
对 照 定义 3。14 不 难看 出 ,条件 (2) 表示 KK 是 一 正则 基数 。 亦 即 
cf(x) 一 K, 据 注 记 3.2， 对 于 任意 的 CE 天 ， 人。 为 正则 基数 。 然 而 
这 样 的 基数 不 可 能 满足 定义 中 的 条 件 (3)。 因 为 当 6 为 & 的 前 驱 
时 ， 据 定理 5.5， 有 六 委 ?5。 因 此 ， 对 于 不 可 达 基 数 ， 显 然 我 们 
有 下 述 定理 。 

定理 5.29 基数 从- 是 不 可 达 的 ， 当 且 仅 当 & .是 弱 不 可 达 的 
FLV (ECS Ra F< Rade 

据 式 〈4.5)， 对 于 每 一 序数 c， 我 们 有 集合 了 。 (习题 4.5(2) 
证 明 W。. 是 传递 集合 ) .定义 5.5 又 引进 了 贝斯 数 ， 现 在 我 们 来 探讨 
V ,的 基数 、 贝 斯 数 和 不 可 达 基 数 的 一 些 性 质 ， 
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定理 5.50 ”对 于 任意 的 c， 都 有 
Vera= lee 
证 明 我们 对 序数 4 作 超 穷 归 纳 法 来 证 明 这 -定理 。 
(1) 4=0， 我 们 需 证 明 V。= No AH, V.= UV» 对 于 


每 一 自然 %， 设 访 ,=m， 有 Vs 一 2”， 因 为 Vow=B (VV,) KE 
之 ,，V,，V sn 都 是 有 穷 集 合 ， 而 且 它 们 的 势 是 一 递增 的 0 序列 ， 
显然 ， 可 以 建立 VV。 与 6 之 间 的 一 一 对 应 ， 
(2 车 a 是 一 后 继 序 数 ， 即 有 一 序数 8， 使 得 e=B* 则 有 
Vera=Votp += PV a46). 
据 归 纳 假设 ， 广 。:。= s, Alk, 


PV., = Porem y+, 
(3) 车 4 是 一 极限 序数 ， 则 w+ 还 是 一 极限 序数 ， 这 样 ， 
oa+a=Sup{t@+6|6€04}， 而 且 由 VV。1; 的 传递 性 有 
Vora= U V ogas 
dea 


因为 据 归 纳 假设 ， Vora= la, 所 以 ， 有 
Voa cU Vews=Dos= Tes 
CEC dea 


另 一 方面 ， 因 为 c<c 且 o 委 耻 。， 并 且 据 定义 5.5， 贝 斯 数 序列 是 
单调 递增 的 , 所 以 有 _ 
V+a = lae 

定理 5.31 如 果 * 是 一 不 可 达 基 数 ， 且 % 是 小 于 x 的 任 一 序数 ， 
Wack. 

证 明 对 序数 4 作 超 穷 归 纳 法 来 证 明 这 一 定理 。 设 4 为 满足 定 
理 前 提 的 任 一 序数 ， 即 we< x， 对 于 小 于 a 的 所 有 序数 假设 定理 成 
Me 

(1) Ge=0, WIo=o, HEMS.130), N<. 

(2) #ey— GaP, APS, HAe=8. HA 
设 ， 了 ps<xk， 且 由 定义 5,13(3) 有 了 ]。= 222<K， 
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(3)》 著 是 一 极限 序数 ， 则 由 归纳 假设 ， 对 于 每 — oe, 
了 ,<x. 又 因为 X 不 是 小 于 kx 个 〈 因 为 gc<#) 更 小 的 基数 之 最 小 上 
界 ， 所 以 ， 有 

Je=Sup { 卫 ,16<c } <x. 

综 上 ， 定 理 得 证 ， 

定理 5.32 ”如 果 x 是 一 不 可 达 基 数 ， 旦 xsE wb 则 5<K， 

证 明 假定 x€E Vr, 由 Ve=UU。， 我们 有 scCV。, 因此 

aK 


Y<V。. 再 使 用 定理 5,31， 有 区 。 芝 可 。 且 了 。<k， 从 而 有 *<K, 这 
就 完成 了 欲 证 结果 。 

定理 中 x 为 不 可 达 基 数 是 重要 的 条 件 ， 当 基数 取 为 通常 基数 
时 ， 定 理 可 能 是 不 成 立 的 ， 
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5.1 (1》 对 于 0 的 住 一 子 集合 s 而 言 ,如 果 s 是 有 穷 的 或 者 分 一 
s 是 有 穷 的 , 则 称 $ 为 共有 穷 的 集合 , 试 证 明 ; 由 所 有 共 
有 穷 的 集合 所 组 成 的 集合 是 一 可 数 集合 3 
(2) 令 印 是 有 理 数 集合 ， 证 明 急 一 并 
5.2 令 .ef 是 代 教 数 集合 ， 证 明 .ef 一 就 0。 
563 SSRRMRBES, WL HB, RPS 为 代数 数 集 
合 , 证 明 =. 
5.4 证 明 ; 可 数 个 可 数 集合 之 并 集合 还 是 可 数 的 (注意 ; 在 没有 
单 值 化 原则 时 上 述 结果 是 不 成 立 的 )。 
5.5 证 明定 理 5,11。 
5.6 证 明定 理 5,21。 
5.7 设 {xkoleE8B}，{NoelcEB HRM, E 
C1) Ea thad=( E ka) + (Eha) 


C2) L (Katha) =( E Kade E ha)s 
aep aéB agp 

C3) L (Ka t+had=( DAad +¢ uk); 
4268 acp age 
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C4) ElKaħa)=( Cha) ( E Kas 
agp agg agg 

C5) I (Katha) =(TE Ka) + (TDA) 
aer Ze aef 

C6) II (Katha) =( IKa). II Na)o 
aE agg 768 


568 FRA (,,BICECVABCO}, AMK 
II = Key = x TI Kaay 
aéy pes fe treger 


5.9 TERR KK, 


Hi. 


第 六 章 ”公理 与 逻辑 


在 第 一 至 五 章 中 ,我 们 阐述 了 直观 集合 论 的 基本 内 容 ,本 章 开 
始 讨论 形式 集合 论 ， 也 就 是 说 建立 集合 论 的 形式 化 理论 . 8 1 是 对 
公 吾 方法 的 导 引 ， 8 2 陈述 ZF 的 形式 语言 ， 这 是 对 集合 (不 包括 
真 类 ) 的 形式 化 描述 ; 8 3 借助 ZF 形式 语言 陈述 集合 论 公理 ,也 就 
是 在 ZF 语言 中 将 直观 集合 论 中 的 基本 原则 形式 化 ，$ 4 陈述 集合 
论 演 算 ， 包括 逻辑 公理 和 推演 规则 ;，§ 5 概述 形式 证 明 与 形式 定 
理 , 这 些 都 是 形式 集合 论 的 语法 部 分 ，§ 6 介绍 协调 性 和 可 满足 性 
的 概念 ， 拒 形式 集合 论 赋予 语义 的 解释 ，$7 讲 述 完 全 性 的 概 
念 ， 在 语法 与 语义 之 间架 起 了 桥梁 ;8§ 8 一 11 借助 于 语法 与 语义 
的 方法 讨论 ZFC 公 理 之 闻 的 关系 ; 89 中 的 内 模型 方法 是 我 们 将 
要 着 重 讨论 的 可 构成 方法 的 一 个 基本 导 引 。 本 章 是 由 直观 集合 论 
到 形式 集合 论 与 集合 论 元 数学 的 过 渡 。 这 里 引进 的 形式 化 的 和 元 
数学 的 概念 对 于 今后 各 章 都 是 十 分 重要 的 。 


$1 公理 方法 


数学 中 的 公理 方法 是 古 项 腊 欧 几 里 得 首创 的 .他 在 整理 总 结 
数学 的 丰富 知识 时 ， 运 用 了 亚 里 士 多 德 的 逻辑 方法 ， 选 取 少数 基 
本 概念 和 命题 ， 作 为 定义 、 公 理 与 公设 .使 它们 成 为 几何 学 的 出 
发 点 和 逻辑 依据 ,然后 运用 逻辑 推 沉 出 一 些 命题 ,从 而 获得 一 系列 
几何 定理 。 欧 氏 几 何不 仅 使 儿 何 知识 系统 化 ， 同 时 也 是 为 了 消除 
数学 中 的 逻辑 隐患 。 

自从 欧 几 里 得 创立 第 一 个 数学 公理 系统 后 ， 公 理 方法 一 直 是 
数学 的 一 个 重要 方法 。 当 一 门 数学 〈 甚 至 其 它 科 学 ) 发 展 到 相当 
成 熟 的 阶段 时 ， 使 用 公理 方法 进行 综合 整理 ， 获 得 ER SE 
识 ， 同 时 也 可 发 现 并 消除 某 些 逻 辑 隐 患 。 
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皮 阿 诺 算 术 公 理 也 是 最 著名 的 公理 系统 之 一 。 他 的 关于 自然 
数 的 五 条 公理 是 ， 

C1) 0 是 一 个 自然 数 ， 

《2) 0 不 是 任何 其 它 自 然 数 的 后 继 者 ， 

(3) 每 一 个 自然 数 4 都 有 一 个 后 继 者 ， 

C4) 如果 4a 的 后 继 者 与 5 的 后 继 者 相等 ， 则 4 与 5 相等 ， 

《5) 数学 归纳 法 成 立 。 

当 我 们 用 4，5，c 等 表示 自然 数 ， 并 且 把 自然 数 a 的 后 继 者 记 
thal}, AR BME RE: 
at 0=a, 
at+b*=(atb)*. 
依据 上 述 已 定义 的 加 法 ， 自 然 数 的 乘法 可 以 定义 为 : 
a*0=0, 
arbt =arbh +a. 

当 人 们 把 上 述 系统 作 形 式 化 处 理 时 ， 就 把 0 作 为 个 体 词 ， 而 
把 后 继 作 为 一 个 函数 ( 即 上 述 (3) 总 是 成 立 的 ) ,这 时 ， 皮 阿 诺 
的 算术 公理 就 是 下 述 七 条 : 

(i》0 不 是 其 它 任 何 自然 数 的 后 继 者 ， 即 

Valst #0)3 

Gi) VeVy(st=yt—s=y)s 

GID  WYæls+0=7x); 

Civ) VeVy(etyt=(aty)*)s 

(v) Vx(%:0=0); 

(vi) VxVy(xe yt=x y+%) 

《vii》 数 学 归纳 法 ， 亦 即 推论 2.2 所 表达 的 基本 思想 。 当 我 
们 用 p(w》 表示 关于 自然 数 的 某 一 性 质 时 ， 数 学 归纳 法 是 说 ， 如 
FPO 成 立 ， 并 且 对 于 任 一 自然 Bn, Aho) 成 立 ， 则 可 推 
pn 也 成 立时 ， 那 么 就 有 对 于 每 一 自然 数 %， PA Pw) 成 
立 ， 即 

DOAVnC Pm) > pin*)) > Ynp(n). 
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怎样 描述 p(n) 是 自然 数 的 一 性 质 昵 ? 从 形式 语言 角度 来 
看 ， 就 是 从 常 项 0 和 变 元 xy，?y，# 等 出 发 ， 使 用 后 继 运算 、 加 与 乘 
的 运算 ， 等 号 = 以 及 1( 非 )， 人 和 人，V，-~>，+ 上 >, 习 ,V 等 逻辑 符 
号 经 形成 规则 所 获得 的 公式 ， 当 变 元 % 取 为 特 定 的 自然 数 %o 时 ， 
lno) 是 一 命题 。 

皮 阿 诺 算术 公理 的 建立 ， 尤 其 是 1899 年 出 版 的 希 尔 伯 特 的 
《几何 基础 》 具 体 地 解决 了 公理 方法 的 一 些 基 本 将 有 逻辑 问题 ， 纠 
正 了 欧 氏 公理 的 错误 ， 并 建立 了 几何 学 的 一 个 严谨 的 公理 系统 ， 
这 使 公理 方法 有 了 系统 性 和 广泛 的 应 用 。 这样， 本 世纪 初 ， 集 
合 论 就 有 了 遭 勃 的 发 展 ,被 广泛 上 地 应 用 于 数学 的 许多 分 支 ,并 有 不 
少数 学 家 认为 集合 论 是 数学 的 基础 ! 但 同时 集合 论 中 还 有 一 些 急 
待 解决 的 困难 问题 ， 如 连续 统 假设 、 选 择 公理 的 合理 性 等 问题 ， 
这 就 需要 对 集合 论 的 已 有 的 丰富 知识 进行 整理 与 总 结 ， 使 其 更 条 
理化 。 集 合 论 悖 论 的 出 现 促使 人 们 从 整体 上 去 研究 集合 论 问 题 ， 
建立 它 的 形式 公理 系统 。1908 年 出 现 了 两 个 引 人 注 意 的 集合 论 系 
统 ， 罗 素 类 型 论 与 禁 梅 罗 系 统 。 随 后， 弗兰克 尔 (A,Fraenkel)、 
we. GRE. WK 纳 斯 (P.Bernays) A F HK CK. 
Gödel) 等 著名 学 者 都 在 集合 论 公理 系统 方面 作出 了 贡献 .本章 阅 
述 由 蔡 梅 罗 开 始 经 斯 科 伦 和 弗兰克 尔 修改 而 形成 的 ZF 系 统 ， 

形式 化 的 集合 论 公理 系统 有 两 方面 的 内 容 ， 一 是 它 的 形式 语 
T BAAR 《包括 逻辑 公理 与 推演 规则 )， 二 是 非 E 辑 公理 或 
REALE. 


§2 ZF 形式 语言 


现在 ， 我 们 来 概述 ZF 系统 的 形式 语言 ， 也 可 称 之 为 集合 论 
形式 语言 。 这 一 语言 中 有 

形式 符号 ， 

(1) 变 元 %，y，z (或 加 下 标 )， 有 可 数 多 个 变 元 ， 它 们 都 
意 指 集合 ， 

(2〉 二 月 关系 符号 E， 等 词 =， 
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(3) BEAS. TCE, A Ahi, V GTR 
i), — iwi), <> QAM), 3 FEB, V (全 
称 量词 )， 

(4) 技术 性 符号 ， 左 括号 〈， 布 括号 》。 

形成 规则 ， 

(1) 对 于 任意 的 变 元 xy，?y，xYEy，x=? 为 初级 公式 。 任 
意 的 初级 公式 都 是 公式 。 恋 元 x 与 y 在 *Ey 与 Y= 一 y 中 都 是 自由 出 
现 的， 其 它 变 元 在 其 中 都 是 不 出 现 的 

(2) MRAGBA AR, WIA (4AB), (AVB), 
(A>B) 与 (4< 一 >B) 都 是 公式 ， 在 公式 4 中 自由 出 现 的 变 元 
在 公式 14 中 也 是 自由 出 现 的 ， 在 公式 4 中 或 在 B 中 自由 出 现 的 变 
元 在 公式 (MAB), (AVB), (A>B) 与 (A+B) 中 也 是 自 
由 出 现 的 。 

(3) MRA) 是 一 公式 ， 并 且 变 元 x 在 公式 44x) 中 是 自 
由 出 现 的 ， 则 Yx4(%) 与 3x4(x) 都 是 公式 ， 并 且 称 变 元 xy 在 公 
式 Vx4(Gz) SIA) 中 是 约束 出 现 的 ; 公式 习 xA4(%x) WV A 
() 中 * 以 外 的 变 元 是 在 其 中 是 否 自 由 BAR AT 它们 在 4(x)》 
中 是否 自由 出 现 。 

在 不 引起 误解 时 ， 按 照 习惯 某 些 括号 是 可 以 省 去 的 ， 

(5》 一 公式 中 没有 变 元 自由 出 现时 就 称 它 为 一 命题 《有 时 
也 称 命题 为 语句 )、 

注 记 6。1 我 们 把 变 元 的 取 值 范围 局 限于 集合 .集合 与 属于 关 
系 € 是 这 一 系统 的 两 个 原始 概念 。 由 此 ， 集 合 和 集合 之 问 有 些 什 
么 联系 呢 ? 这 些 都 是 由 公理 系统 所 刻 划 的 ,读者 将 会 看 到 在 ZEA 
理 系统 之 下 我 们 能 够 定义 一 些 特殊 的 集合 ， 对 于 这 些 集 合 ， 我 们 
也 人 多 许 它们 作为 已 定义 了 的 对 象 在 公式 中 出 现 ， 这 种 扩充 了 的 语 
言 可 称 为 举 形 式 化 语言 。 


§3 ZF 公理 系统 
首先 ， 我 们 陈述 ZF 公理 系统 ， 并 给 出 一 些 必要 的 说 明 ， 
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1. 外延 公 理 
VaV yiValz€x<—>7€ y) y) 

这 一 公理 就 是 “ 任 一 集合 都 是 自 它 的 元 素 决 定 的 (外 延 原 唱 ) 
的 形式 化 。 

2， 空 集合 存在 公理 

A«VyC Wwe»). 

这 一 公理 是 说 ， 存 在 一 集合 <， 对 于 任意 的 集 合 y，? 都 不 属 
于 ”%， 这 就 是 空 集合 .由 外 延 公 理 ， 空 集合 是 唯一 的 ， 因 此 ， 仿 直 
观 集合 论 ， 我 们 仍 用 符号 包 表 示 空 集合 。 

5。 无 序 对 集合 存在 公理 

VaN yV uu Eze>u=zVu= y), 

这 一 公理 就 是 第 一 章 中 原则 2 的 形式 化 。 对 于 任 意 二 个 集合 
x，y， 都 有 唯一 集合 {*,y }】 (唯一 性 是 由 外 延 公理 获得 的 )。 

4。 各 集合 存在 公理 

VedyV2GE yo Vu NE UEN)). 

显然 Vu(wEz->wu€ x) 是 zcx 的 形式 表达 ， 因 此 ， 满 足 上 述 
公理 的 集合 y 正 好 是 * 的 笑 集 合 , 这 一 公理 正好 是 第 一 章 原则 3 的 
形式 化 。 

5， 并 集合 存在 公理 

Vr3yVez Ey uMEXNAZEWN)), 

AADU EINEN 表达 z 是 集合 * 的 元 素 的 元 素 ， 这 样 ， 
这 一 公理 就 是 第 一 章 原则 4 的 形式 化 。 

6 分 离 公理 模式 

对 于 ZF 形式 语言 中 的 任 一 公式 4(%)， 都 有 

V yIzV ulu Ezen Ey AA). 

这 一 公理 模式 是 第 一 章 原 则 5 的 形式 化 。 因 为 对 于 ZF 语言 中 
的 任 一 公式 4(x) 都 有 上 述 模 式 成 立 ， 所 以 ， 它 不 同 于 公理 1 一 
5， 它 是 一 模式 ， 实 际 上 是 无 穷 多 条 公开 〈 因 为 ZEF 的 形式 语言 中 
AK MAA Ho, BTA FLA oR HE) 

注 记 6,2 ”在 公理 6 的 陈述 中 还 应 指出 变 元 y 与 z 不 在 4(x)》 中 


"146. 


自由 出 现 , 我 们 能 这 样 作 是 由 于 我 们 有 无 穷 SBI, WA) 为 
已 知 公 式 ， 在 其 中 出 现 的 变 元 总 是 有 穷 多 个 ， 因 此 ， 我 们 总 可 找 
到 不 在 其 中 自由 出 现 的 变 元 y，z (或 加 下 标 )。 此外， 公式 A(x) 
中 还 可 以 有 若干 自由 出 现 的 参 变 元 ,例如 ， 它 为 4(%, 肌 ，*… ,fr)， 
其 中 加，…，* 加 为 参 变 元 ,这 时 公理 6 就 可 写 为 

Varo VE ya2V ola 2x a € yA Ati bis ba) Do 

7. HRABRA ) 

对 于 ZF 形式 语言 中 的 任 一 公式 4(%,y)， 都 有 

Vaal yale, y) >V 13yV IIE yo dE NA)). 


Hpa yAle,y) =Sy(AU, yA VAa ,8) 2= 7)), (6.D 


Su E xA(u,2) = usE XNA(Y ,2))。 (6.2) 
公理 7 是 第 一 章 中 替换 原则 的 形式 化 .其 中 变 元 出 现 的 情况 也 
适用 于 注 记 6,2。 
8。 无穷 公理 (或 称 无 穷 集 合 存 在 公理 ) 
ID ErAVyExyU {y} €4)). 
RPV yoo BMS AS, BH 
Vy EsAly=Vyl(yEarAly)). (6.3) 
2726.3 习 yE% 与 VYyEx 称 为 受 圈 量词 ， 它 们 分 别 是 式 
(6.2) 与 式 6.3 定义 出 来 的 常用 的 缩写 符号 ,由 式 6D 定 
义 的 符号 习 1y 也 是 常用 的 一 个 缩写 符号 ,在 公理 8 中 出现 的 yU 
{ y }》E% 如 同 直 观 集 合 一 样 ， 是 由 公理 3 一 4 定义 的 。 类 似 地 还 可 
以 定义 有 序 对 集合 . 笛 卡 积 、 关 系 与 函数 等 概念 ， 读 者 可 以 平行 
于 直观 集合 论 完成 相应 的 定义 ， 这 里 从 五。 
9， 正 则 公理 
Valet OwmDyeaVzeyC kE). 
公理 9 是 说 ， 对 任 一 不 空 集合 x 都 存在 它 的 一 元 素 9，y 的 任 
意 元 都 不 属于 x， 换 名 话说 ， 它 肯定 任 一 不 空 集合 都 有 一 极 小 
元 ， 这 正 是 第 一 章 中 存在 极 小 元 原则 的 形式 化 ， 
10. 选择 公理 
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Wa y Exly# S>3f(Fun( PAV yexf(yey)). 

其 中 Eun( 户 表示 是 一 函数 ， 也 就 是 说 ， 
Fun(/)=YVx€Ef(3y3z(x%=y,2) A VyEdomf3!z 
(Ky ze fr. (6.4) 

如 同 直 观 集 合 论 一 样 ， 我 们 令 f(y) 表 示 WERE Sy, fly 
Ef， 即 f(y》〉 是 使 得 (y,z)Ef 成 立 的 那个 唯一 的 z Bye 
dom f=32(«y,2€f). 

以 上 陈述 的 公理 1 一 10 就 是 通常 说 的 ZF 公理 系统 ， 有 时 为 了 
讨论 选择 公理 的 作用 也 把 公理 1 一 9 记 做 ZF， 公 理 10 记 做 AC， 而 
把 公理 1 一 10 记 做 ZFC .1908 年 蔡 梅 罗 给 出 的 公理 系统 实质 上 其 公 
理 1 一 6 与 8 一 10， 因 此 ， 有 时 也 把 这 一 组 公理 记 做 Z， 

注 记 6。4 我 们 在 陈述 ZF 公理 时 已 经 使 用 了 半 形 式 化 语言 
描述 方法 .例如 ， 正 则 公理 中 的 # 才 名 ,无 穷 公理 中 的 好 Ex 与 yU 
{ y} Ex 和 选择 公理 中 的 y 关 名 等 都 不 是 用 ZE 形式 语言 描述 出 
来 的 ， 因 为 那样 做 会 带 来 许多 烦 锁 ， 也 有 些 完 长 ， 例 如 ， 正 则 公 
理 的 纯 形 式 公式 是 : 

Yeayy Exedy (yy ExAV Ey> kE&x))), 


(6.5) 
而 无 穷 公理 的 纯 形 式 公 式 是 
习 X( 习 y(VzC ke PAVEMAV yy ELI 
(gulune 2<—n€ yVu=y)Az€x))), (6.6) 


Hub, RIVERA E ARBRE MJ EANN Be 
的 ， 

对 中 第 一、 二 章 的 直观 集合 论 基 本 原 则 不 难 理解 公理 1 一 10 
的 含义 和 作用 ， 并 且 可 以 理解 到 ZFC 正 是 直观 集 合 论 的 一 个 形式 
的 刻画 ， 或 者 说 ZFC 就 是 直观 集合 论 的 形式 化 ， 

注 记 6。.5 由 式 (6.4),(6,5) 与 (6.6), 我们 对 公式 的 辖 域 
等 概念 作 一 些 补充 说 明 ， 式 (6,4) 中 关于 y 有 量词 3y 与 Vy 
由 形成 规则 可 知 习 y 的 辖 域 是 3z(x 二 《<y,8))， 而 Vy 的 辖 域 是 公 
式 ayzy Oe fA, ER 6D 中 有 两 个 关于 y 的 存在 量 
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词 习 y， 据 形成 规则 ， 前 一 量词 3y 的 辖 域 是 yE%， 后 一 个 3y 的 
辖 域 是 

VEaNV zE yee x). 
类 似 地 ， 读 者 可 获得 式 6.6 Bay, Vy, Ve Zach 各 个 连 
ik. 

注 记 6.6 由 无 穷 公理 的 半 形 式 化 公式 到 它 的 纯 形 式 公式 即 
式 (6.6)， 我 们 看 出 表达 式 

yuly} (6.7) 
可 以 大 为 缩短 我 们 的 公式 ,由 公理 1，3，5 我 们 知道 式 6.7) 表 
达 唯 一 的 一 个 集合 ， 这 就 是 由 集合 y 确 定 的 一 函数 。 因 为 对 任 一 
集合 y， 都 有 唯一 的 集合 x， 因 此 这 是 集合 的 一 个 运算 下 B 
Fiy=yuly} ,类 似 地 ， 我 们 有 一 目 运算 Us, Po) 以 及 二 
目 运算 U {x,y} ( 即 xUy),c2(xzU?7) 等 等 ， 这 些 运算 都 是 出 公 
理 保 证 了 的 。 把 它们 作为 半 形 式 化 语言 的 对 象 对 于 缩短 公式 的 长 
度 是 十 分 有 益 的 。 

注 记 6.7 ”选择 公理 也 是 使 用 半 形 式 化 语言 作 的 缩写 ， 其 中 
Y 关 好 仍然 可 换 成 习 y(yEx)， 而 Fun( 是 由 式 (6.4) 定义 
的 ， 这 是 一 个 特定 的 公式 ， 今 后 我 们 还 常常 使 用 这 一 公式 ， 去 说 
明 某 一 集合 是 否 是 一 个 函数 ， 这 种 使 用 公式 去 刻画 某 一 集合 是 否 
具有 某 一 性 质 的 方法 ， 我 们 将 不 断 用 到 ， 

在 ZFC 中 我 们 可 以 定义 自然 数 0，1，2，3， 等 等 ， 也 可 以 定 
义 自然 数 集合 %， 以 及 @+1，@+2,…。 这 些 都 是 已 定义 了 的 集 
合 ， 我 们 还 可 以 有 其 它 已 定义 了 的 集合 。 

§4 逻辑 演算 

在 8$ 2 中 按照 规则 我 们 给 出 了 命题 的 定义 ， 命 题 在 推理 中 有 
着 特殊 的 作用 ,一 命题 或 者 是 真 的 ， 或 者 是 假 的 ， 并 且 二 者 必 居 
其 一 。 命 题 都 有 明显 的 含义 ， 也 就 是 说 ， 每 个 命题 都 表达 特定 的 

售 论 含义 。 但 是 在 推理 过 程 中 ， 我 们 仅 考 察 命题 的 形式 结构 而 
不 管 命题 的 具体 合 义 。 也 就 是 说 ， 只 考虑 它 的 语法 ， 不 考虑 它 的 
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BX. 令 4，B，C 为 任意 给 定 的 命题 ,我 们 有 下 述 公 理 。 
1. A—>(B->A), 
2. (A>A)—>((A>(B>C)) > (A>0)), 
3. A~>(B-(AAB)), | 
4a. ANB>A, 
4b. AAB>B, 
5a. A~AVB, 
5b. B>AVB, 
6. (A>C)-((B->C)-(AVB>C)), 
7。 (A+B)->((A>71B)>7 1A), 
8. «1 A>. 
分 离 规则 Ro 从 命题 4->B 和 A 分 离 GRD 出 命题 B。 
在 分 离 规 则 中 ，A4 习 5B 称 为 大 前 提 ，A 称 为 小 前 提 ，B 称 为 结 
$. 
公理 1 一 8 与 分 离 规 则 一 起 可 称 为 命题 演算 . 为 陈述 下 述 公 理 
与 规则 ， 我 们 再 引进 一 些 概 念 ，。 
定义 6,1 归纳 地 定义 ZF 中 项 的 慨 念 (不 出 现 变 元 的 项 也 称 
为 个 体 常 项 )， 
(1) 任 一 变 元 x 是 一 项 ; 
(2) 任 一 在 ZE 中 已 定义 了 的 集合 都 是 一 项 s 
(3) 车 是 一 个 % 目 运算 ， 并 且 二 ,加 为 已 知 的 项 ， 则 
Fi, st.) 为 项 ， 
(4) 项 都 是 经 有 穷 次 使 用 (1 ) 一 ( 3 ) 获 得 的 。 
例 6.1 RED, oM, E maki, Pa) PD), 
Bio), Ux EM. 
定义 6.2” 令 4(x) 是 一 公式 ， 变 元 x 在 其 中 是 自由 出 现 的 ， 
是 一 项 ， 公 式 4(0 是 指 把 公式 4(x) 中 每 一 自由 出 现 的 x 都 准 
换 为 上 的 结果 。 
定义 6.3 SAO 为 一 公式 ，x 为 一 变 元 ,上 是 一 项 ， 且 对 
于 4 上 中 任 一 出 现 前 变 元 y， 如 果 * 在 公式 4(x) 中 的 任 一 出 现 都 不 
,50 ， 


自由 出 现在 量词 3y 或 yy 的 辖 域 之 内 ， 则 称 项 1 对 于 变 元 x 在 公式 
A(x) 中 的 出 现 是 自由 的 ， 也 就 是 项 1 对 代入 的 位 置 是 自由 的 . 

令 4(%) 为 一 公式 ， 变 元 % 在 公式 4( 和 中 是 自由 出 现 的 ， 
t 加 和 庆 是 项 ， 并 且 项 !， 各 与 六 对 于 变 元 xy 在 公式 4(%) 中 的 出 现 
是 自由 的 , 令 DD 为 任 一 公式 ， 并 且 变 元 不 在 其 中 自由 出 现 ,这 时 ， 
我 们 有 如 下 的 逮 辑 公理 与 推演 规则 。 

9。 VACA), 

10. A(f)—>3%A(%), 

11. Vw(t%=4) ， 

12. f=:—>(A(t)—>A(t2)), 

形式 推演 规则 

R MD>ACs) 推 窒 出 D>V«ACs), 

R。 MAQG>D 推演 出 3x4(x) 一 D， 

在 作 推 注 时 ， 公 理 1 一 8 与 分 离 规 则 Ro, 中 的 命 题 可 以 推广 为 
任意 公式 , 今后 在 不 作 特别 说 明 时 ， 对 于 那些 公理 与 规则 都 理解 
为 这 种 推广 后 的 形式 ,由 公理 1 一 12 SIN Ro, Ri, Rs 一 BA 
谓词 演算 ,由 于 我 们 所 涉及 的 公式 都 是 ZF 公式 ， 因 此 上 述 演算 可 
以 称 之 为 集合 论 演 算 . 

对 于 公式 4<->B， 我 们 理解 为 公式 (4->B) 八 (B->4) 的 缩 
写 。 

注 记 6.8 为 了 推演 的 方便 ， 我 们 可 以 把 变 元 区 分 为 两 个 不 
交 的 部 分 ， 而 且 每 一 部 分 都 是 可 数 无 穷 的 ， 第 一 部 分 仍 以 Y，y;z 
等 或 加 下 标 表示 ,第 二 部 分 以 a，b， 或 ao，alyaz,…， 表 示 ， 并 
称 为 个 体 词 ， 后 者 在 纯 集合 论 公式 中 不 出 现 ， 仅 在 论证 中 起 辅助 
作用 ,并 规定 它们 不 再 起 约束 变 元 的 作用 , 即 在 任 一 公式 中 都 没有 
习 a 或 Ya 等 出 更, 在 项 中 可 以 出 现 个 体 词 ， 因 此 ， 由 公理 9， 可 以 
有 VxY4(Y)->4(a)， 并 且 民 可 改 为 “从 刀 -~>4(a) HED V vA 
(Y)”, 由 分 离 规则 ， 我 们 获得 “ 若 刀 推 得 4(a) , WDE VAa)”. 
其 中 a 不 在 D 中 出 现 ， 并 且 a 在 4(a》〉 中 出 现 ， 

上 述 的 12 条 公理 除 公理 11 外 都 是 公理 模式 ， 因 此 如 同 分 离 公 
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理 模 式 一 样 , 每 一 条 公理 模式 ,都 是 无 穷 条 公理 ， 每 一 条 推演 规则 
都 是 无 穷 条 规则 , 例如 当 4 为 *Ey,B 为 yEz 时 ,由 公理 模式 1， 有 
xE y—>lyEz—>xE y) 

为 一 公理 。 当 4 为 34Vy( lyE4%)，B 为 3x(% 关 名 ) 时 ,由 公理 模 

式 1, 有 
Isy yC ly E) (Axs OB yC ly Es)) 
为 一 公理 。 
推演 规则 也 是 这 样 ， 它 们 仅 要 求 相 应 的 格式 ， 必 须 按照 尺 ,、 
尺 , 与 及 :的 格式 进行 推演 ,如何 推演 呢 ? 这 是 我 们 下 节 将 要 讨论 的 
内 容 。 


$5 证 明 与 定理 


定义 6,4 + 
Ai, An ty An coy A, (6.8) 
是 公式 的 一 个 有 穷 序 列 ， 如 果 对 于 任意 的 自然 数 i， 
(1) 4; 是 ZF 中 的 一 条 公理 ， 或 者 
(2) 4; 是 一 条 逻辑 公理 ， 或 者 
C3) Bju Li, EBAR An >A, RE 
(4) Aj<i, HAARA). EA) 中 自由 出 现 ， 有 
项 {，t 对 于 变 元 % 在 公式 4(x) 的 出 现 是 自由 的 ， 有 AD, x 
在 D 中 不 自由 出 现 ， 使 得 4; 为 4(1)=D，4; 为 3x4(%) 一 D (或 者 
4; 为 D->A(x)，4; 为 D->V xAC%))， 
则 称 式 (6.8) 为 一 形式 证 明 (简称 为 一 证 明 )。 注 意 ， 可 以 使 用 
注 记 6.8 中 的 说 明 . 
定义 6.5 对 于 一 公式 4， 如 果 有 一 形 如 式 (6.8) 的 证明 使 
得 4 就 是 4， 则 称 4 为 ZFC 系 统 中 的 一 条 定理 ， 并 记 做 ZFCFH 4， 
其 中 符号 ^F "是 一 元 数学 符号 . 
显然 ，ZFC 中 任 一 公理 都 是 一 定理 ， 且 一 逻辑 公理 也 是 一 定 
理 。 
第 一 至 五 章 中 所 述 的 直观 集 合 论 中 有 关 集 合 的 概念 、 命 题 和 
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定理 都 是 疝 以 在 ZF 中 形式 化 的 ， 已 有 定理 的 证 明 过 程 也 是 可 以 
在 ZFC 中 形式 化 的 。 因 此 直观 集合 论 中 有 关 集 合 的 每 一 定理 都 是 
ZFC 中 的 定理 ,我 们 不 再 作 一 一 说 明 . 当然 在 ZFC 中 给 出 的 证 明 要 
烦 培 与 元 长 得 多 ， 同 时 也 严谨 得 多 ， 黄 至 可 能 是 无 懈 可 击 的 ， 

注 记 6。.9 ”在 下 述 的 论证 过 程 中 ， 我 们 常常 要 提 到 在 ZF ( 即 
去 掉 选 择 公理 ) 或 Z 由 的 定理 ， 它 们 是 指 在 定义 6.4 中 不 能 使 用 
被 去 掉 的 公理 ， 如 在 ZF 中 不 允许 使 用 AC， 在 Z 中 的 证 明 不 允许 
使 用 公理 7， 并 且 分 草 记 做 ZFF A (表示 4 是 ZF 中 的 一 EAD 与 
Z-A (表示 4 是 系统 Z 中 一 定理 ), 以 后 ， 我 们 还 要 引进 用 语言 陈 
述 的 其 它 公 理 ， 也 将 使 用 相应 的 和 规定， 并且 一 般 来 说 ， 对 于 任意 
的 公式 集合 T"， 把 定义 6,4 中 的 “4; 是 ZF 中 一 条 公理 ”改变 为 “4 是 
在 "中 的 一 公式 ”， 由 定义 6.5 就 可 获得 FHF 4 的 侦 念 ， 并 称 4 是 从 
推导 的 ,特别 地 ， 当 为 室 集合 时 ， 我 们 就 沁 做 片 4， 并 称 4 为 一 
He EB A a RE. 


§6 协调 性 与 可 满足 性 


定义 6.6 对 于 公式 的 集合 FF ,如果 存在 一 公式 4 (不 要 求 4 在 

了 中 ) 使 得 
rrAA JA (6.9) 

MAEDA MIR GA EFE; 如 果 不 存 在 公 A 4 使 得 式 
(6.9) 成 立 ， 则 称 广 是 协调 的 . 

我 们 已 经 指出 ，ZF 形 式 滞 言 中 的 符号 都 只 是 一 个 形式 的 对 
象 ， 并 没 赋予 任何 的 意义 ,要 对 形式 对 和 象 赋 予 意义 ， 就 必须 在 一 
论 域 中 进行 。 所 谓 论 域 是 指 一 不 空 的 集合 好 我们 需 在 论 域 必 中 讨 
论 命题 的 真 假 问题 ， 这 就 要 取 定 上 任意 的 一 个 二 ARR En, 
并 且 对 于 ZF 语 育 中 任 一 公式 4， 把 4 作 这 样 的 解释 ， 4 中 出 现 的 
任意 给 定 的 集合 都 解释 为 M 中 的 元 素 ， 形 式 符号 E 解释 为 EM， 
恋 元 解释 为 寂 域 为 懂 的 变 元 (可 以 自然 地 使 用 4 中 的 变 元 符号 )， 
迪 辑 词 项 赋予 上 直观 相应 的 含义 ， 并 且 在 M 上 解释 后 的 公式 记 
A" , 当 4 是 一 形式 命 感 时 ，4* 就 一 定 是 关于 M 的 命 A, CRE 
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是 真 的 ， 或 者 是 假 的， 或 真 或 假 二 者 必 居 其 一 ， 二 者 只 居 其 一 -。 
现在 ,我 们 对 赋值 (解释 ) 与 模型 以 定义 的 形式 做 一 些 进一步 
地 确切 地 刻 划 ， 

定义 6.7 对 于 不 空 的 集合 性 和 MM 上 的 一 二 元 关系 尺 〈 邑 RC 
MXM), #®MEBSAKM ,RR> 的 域 或 基础 集合 ，M 中 元 也 称 为 M 
中 的 个 体 .一 个 由 ZF 形式 语 育 到 <M ,R》 的 一 个 解释 或 赋 信 是 指 有 
一 函数 Pp， 使 得 ， 任 一 给 定 的 ZF 公式 4 在 收 中 有 一 解释 ,对 于 4 中 
出 现 的 个 体 词 或 常 项 a。( 即 已 定义 的 集合 ， 如 名 ，@， 等 )， 都 有 
9(4)EM, 并 且 有 (归纳 于 公式 4 的 构造 )， 

(1) <M ,R》 上 agRb6， 当 且 仅 当 P (a)R9?(8)s 
(2) (M,R = 14, 4 BARAM, R HAs 
(3) (M,R HAA, 4AM 4<M,R> AB 
<M, R> Aas 
(4) <M,R> HAV Azn HHR YM, R) A. 或 
<M, R> dz; 
(5) <M,R> {AA HERM, R HAR 
(M, R> Aas 
(6) <M, R> F 产 Vxy4(x), 当 且 仅 当 任 一 xzEM 有: M,R 
FAC); 
(7) <M, R> 3xA(x)， 当 且 仅 当 存 在 x*EM， 使 得 
(M,R> 上 A(xX), 

对 于 任意 的 结构 CM ,RKR> 和 形式 命题 4， 如 果 有 <M,R> RA, 
我 们 就 称 形式 命题 4 在 结构 CM ,R> 中 是 可 满足 的 ， 也 称 <M ,RR>} 
4 的 -- 个 模型 ， 在 上 下 文 不 臻 于 引起 误解 时 ， 也 称 M 是 4 的 一 核 
型 ， 并 简写 做 RA. 

4RAMEL-AFRAEH, MR=E M (有 时 也 把 尺 记 为 
Ev)， 我 们 就 称 (M , 民 ? 为 -一 标准 结构 ， 当 M 产 4 时 ， 也 称 M 为 4 
的 一 标准 模型 ， 

定义 6.8 

CG) 任 一 公式 4， 如 果 在 其 中 自由 出 现 的 不 同 变 元 为 
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Hig ey 并 且 没 有 其 它 的 变 元 在 4 中 自由 出 现 ， 则 我 们 称 命题 
Vere Waxed 
为 公式 4 的 全 称 闭 包 ， 并 记 做 (。 dA, . 

有 显然， 对 于 任 一 形式 命题 4 来 说 ,( )4 就 是 4 自身 . 

(2) 对 于 一 个 公式 4， 如 果 有 `-- 不 室 集合 M 作 论 域 ， 和 一 
种 解释 使 得 4 的 全 称 闭 包 在 M 中 是 一 真 命题 , 即 ((。 ADM 〈 简 记 做 
( )4*) 是 真 的 ， 则 称 邓 是 4 的 模型 ， 并 记 做 M 片 4. 这 时 就 称 4 
是 有 模型 的 .也 称 公式 4 是 内 可 满足 的 或 4 是 可 满足 的 ， 

定义 6.9 ”对 于 公式 的 一 集合 S$, 如 果 有 一 -不 空 集合 M 作 论 域 
和 一 种 解释 ， 使 得 S 中 每 一 公式 的 全 称 闭 包 在 这 一 解释 下 都 是 真 
的 ， 则 称 M 是 5 的 一 模型 〈 记 做 M ES) 或 5 是 有 模型 的 ， 并 且 也 
称 S 在 M 中 是 可 满足 的 ， 

对 于 ZF 公式 的 一 集合 "而 言 ， 它 的 协调 性 是 一 语法 概 您， 是 
关于 可 推荐 性 的 概念 ， 是 F 的 形式 特征 ， 而 它 的 可 满足 性 CAR 
型 的 概念 是 语义 的 概念 ， 是 关于 解释 和 真 假 的 概念 .这 两 者 之 
间 有 无 联系 呢 ? 这 是 我 们 将 要 讨论 的 问题 ， 

定理 6,1 如 果 公 式 的 集合 了 是 可 满足 的 , 齐 了 是 协调 的 . 

证 明 由 T 可 满足 ， 不 妨 假定 W FF 首先 证 明 ， 对 于 任 一 命 
题 4， 若 PP 六 4， 则 有 AAW THA BARS 

Ay, Ary “Ai, os Any (6.10) 
HRA. WEM 4A, MRAR- BHAR, AMIE 
AM =A (事实 上 ， 这 时 4, 在 任 一 不 空 集 合 的 任何 解释 下 都 是 
AAD: 如 果 秋 是 从 前 边 的 两 个 公式 经 尽 , 而 获得 ， 则 这 时 显然 也 
AMA, MRAMAARA, HBA BHAABR (RAR) 而 推 
得 ， 则 可 得 到 4 EA, PME, BATS 得 式 〈6.10) 中 
每 一 命题 在 M 中 都 是 真 的 ,又 因为 不 可 能 有 B 使 得 MM 六 BA 人 -85 成 
立 ， 因 此 ， 不 可 能 有 公式 B， 使 得 

‘THBATB 
成 立 .由 此 ， 获 得 p 是 协调 的 。 
定理 6,1 的 递 是 否 成 立 呢 ? 下 节 将 作出 肯定 性 回答 ， 
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$7 完全 性 定理 


定理 6,2 如果 是 命题 的 一 协调 的 集合 ，4 为 任 一 命题 , 则 
ru { 4 } 是 协调 的 或 者 Ty { 14) 是 协调 的 ， 

证 明 BETR Eru {A} 与 TUT 14} 都 不 协调 , RAR 
得 不 协调 。 因 为 ， 如 果 TU { 4 } 是 不 协调 的 ， 则 有 一 命题 C， 使 
得 有 公式 序列 

Any As, ney Al, e., An 
HHA, HA ACA IC. Hpi isn), AAD 
公理 ， 或 是 T 中 命题 ， 或 者 为 4, 或 者 是 由 前 边 的 命题 经 规则 KR。， 
Ri，R: 而 获得 。 这 样 在 这 一 有 穷 序 列 中 仅 用 到 中 有 穷 多 命题 ， 
不 妨 假定 它们 是 Bl，…，B. 因 此 ， 我 们 有 ， 

By =, Buy ARCA IC. (6.11) 
MRrU {TA} 是 不 协调 的 ， 类 似 的 有 IT 中 命题 Do es De 使 
得 


Dy, =, De “IAFCA TC. (6.12) 
由 命题 演算 ， 从 式 (6.11) 与 6.19 可 得 
By, tta Bm Di, se", D-CA IC. 


从 而 获得 F 是 不 协调 的 ， 与 题 设 相 秒 盾 ， 因 此 ， 有 欲 证 结果 成 立 ， 
定理 6,3 ”对 于 ZB 形 式 语 言 中 无 量 闻 出 现 的 命题 集合 了 而 言 。 
STEDMAN, MARN. 

证 明 假定 F 中 出 现 的 个 体 词 和 个 体 常 项 依次 为 co，ct，…， 
ca… ,可 能 有 穷 的 但 至 多 是 可 数 的 。 这 样 我 们 可 以 作出 所 有 形式 为 
a 二 crsc: Ec 的 命题 (至 多 可 数 的 并 且 是 良 序 的 )。 将 所 有 这 些 命题 
依次 排列 为 ， 

Fo, Fi, Fay e, Fay coe . (6.13) 
现在 我 们 归纳 地 定义 命题 C。 如 下 ， 

如 果 TU { G1:| i 之 n}U (F.} 是 协调 的 。 WS 6G, 为 F,。 否 则 
令 G,. 为 ”1F,. 这 样 ， 由 引 理 6,2 并 施 归 纳 于 %%, 就 获得 了 对 于 任 一 自 
Bn, TUL Gili 志 nw} 都 是 协调 的 , 令 如 上 依据 式 6.19 定义 
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的 所 有 Gi 之 并 为 G， 我 们 有 了 =TUG 是 协调 的 。 

对 于 上 述 每 一 c， 定 义 d; 为 cj， 使 得 7 是 cz 一 cy 属于 了 的 最 小 
下 标 码 . 这 个 最 小 码 是 一 定 存 在 的 《因为 c; =c; 在 式 (6.13) 中 由 
人 逻辑 公理 11， 它 属于 了). 令 轩 为 所 有 4d; 的 集合 ， 它 是 不 空 的 , 令 

E u= {ldi die Cc, RFT). 

这 样 ， 是 在 中 出 现 的 所 有 个 体 河 、 个 体 常 项 的 一 个 子 集 
合 ， 由 逻辑 公理 11 与 12 和 推演 规则 ， 在 4 中 对 于 关系 《Euw 的 任何 
矛盾 都 必然 引起 了 的 不 协调 性 .容易 看 出 ， 在 T 中 每 一 命题 的 否定 
式 不 可 能 是 如 上 定义 的 6G; 的 后 承 ， 而 中 每 一 命题 都 是 某 些 G 
的 后 承 ,因为 如 上 定义 的 M 使 得 所 有 Gi 都 是 真 的 ， 所 以 MM 是 7 的 
一 模型 ， 从 而 以 也 是 的 一 模型 ， 

定义 6.10 

Qt Derventa At ge En) (6.14) 

是 一 ZF 公式 ， 其 中 Q; 为 习 或 者 是 VYV，A(x,,… ,Xz) 无 量词 出 现 ， 
BOX A Fie, A, HR (6,14) 为 前 束 范式 。 

例 6.2 3xVy( ly Ex) 是 一 前 束 范 式 。 

例 6.3 式 (6.5) 与 (6,6) 等 都 不 是 前 东 范 式 。 

定理 6.4 ”对 于 任意 的 公式 4， 都 有 一 前 东 范 式 B， 使 得 

LA<>B, 

证 明 可 施 归 纳 于 4 中 出 现 前 量词 的 数目 ， 这 里 从 略 ， 请 读者 
自己 完成 这 一 定理 的 证 明 。 

定理 6.5 〈 完 全 性 定理 ) 如 果 工 是 ZF 命题 的 一 协调 集合 ， 
则 六 有 一 模型 。 

证 明 我们 在 扩充 的 ZF 语言 中 完成 这 一 证 明 ,由 定理 6.4 ,不 
芒 设 "中 命题 都 是 前 束 范式 , 由 "我们 逐步 作 如 下 的 扩充 ， 

令 互 是 任 一 具有 前 束 范式 形式 的 良 序 的 命题 集合 ， 依 次 考察 
且 中 命题 ,对 于 了 中 形式 为 Vx4(x) 的 命题 ， 这 时 把 命题 4(c) 附 
WFE, EF c 是 在 五 中 出 现 的 个 体 词 〈 即 五 中 任 一 ce， 都 附加 上 
A(c))。 对 于 中 形式 为 3x4(x) 的 命题 ， 任 取 一 不 在 五 中 出 现 的 
个 体 词 c， 并 把 AC) 附加 于 五 ,反复 履行 这 一 手续 获得 的 结果 集 
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合 记 为 H*， 注 意 , HCH*。 

BATE, AHA, WAH. BASRA, Se 
MUR GR, AVRBRAAADA RISS., Tait, 
T=Ulsy 7 是 7 中 所 有 不 含有 量词 的 命题 所 组 成 的 集合 。 显然 


了 是 协调 的 ， 从 而 全 也 是 协调 的 。 

是 使 用 定理 6.3 的 方法 给 出 的 了 的 模型 。 现 在 让 上 明 MM 也 是 
了 :的 一 模型 . 施 归 纳 于 工 :中 命题 4 的 量词 数目 %，%==0 时 ， 即 它 为 
Tit@, AMBRAR. BENA <ni, TPS Art 量词 的 
命题 在 WM 中 都 是 真 的 ,现在 >0， 故 4 为 VYxB(x) R AxBCx) 的 
形式 ,M 中 的 任 一 元 d 必 须 有 形式 c， 其 中 必 是 六 中 出 现 的 个 体 词 ， 
这 样 ， 就 有 一 委 然 数 &， 使 得 4 与 c: 都 在 Tk 中 出 现 .因为 B(c) A, 
中 ， 所 以 也 在 六 中 出 现 ， 并 且 由 归纳 假定 B(c) 在 M 中 是 真 的 .这 
E, UFR, Bla) EMP RAM, WMA CV xB(x))* 也 是 真 
ay. 4AKBR Ba) 时 ， 因 为 有 B(c) B, PU (xB) 
真 .这 样 ，MM 是 TT 的 模型 ， 从 而 获得 MM 是 的 一 模型 。 

定理 6.5 是 ZE 语言 中 哥 德 尔 完 全 性 定理 ， 证 明 方法 是 恒 钦 
(L. A. Henkin) 的 一 般 方 法 在 ZE 语言 中 的 应 用 。 

由 定理 6.1 与 定理 6.5， 我 们 立即 有 下 述 推论 ， 

定理 6.6 ”对 于 ZBF 命 题 的 任意 集合 Pr， 我 们 有 ， 

r 是 访 调 的 ， 当 且 仅 当 T 有 -一 模型 。 

定理 6.7 对 于 ZF 命题 的 任 一 集合 T 和 任 一 命题 4， 我 们 有 ， 

TU { 4} 是 协调 的 当 且 仅 当 TH MA. 

其 中 所 4 表示 : “从 IT 不 能 推演 出 4”, 并 且 为 了 书写 方便 起 见 ， 
常常 把 TU (A) 记 做 T +A. 

证 明 假定 F+ 4 协调 .如 果 又 有 FF ”14 ,那么 ,有 T+ Ab 14. 
并 且 了 +4F4， 这 样 ， 了 +4 就 不 协调 了 ， 这 是 一 个 矛 盾 ， 因 
此 ， 就 有 Fl IA. 

反之 ， 假 定 FI 让 4 如 果 又 有 P +4 不 协调 , 则 有 一 命题 C, 使 
得 T+ Al-CA 人 -IC. 由 命题 演算 就 获得 了 TF i 这 与 题 设 矛盾 。 因 


ih, MAT + 4 是 协调 的 。 

定理 6.8 对 于 ZE 语言 中 命题 的 任 一 集合 r 和 任 一 命题 4, 都 
有 : 

PKA, 4BR40FERM, BM FT 则 M HA 〈 即 7 的 任 
一 模型 M 都 是 4 的 一 模型 ) 

定理 6.9 对 于 任意 的 ZF 命 题 4, 都 有 上 广 4 当 且 仅 当 对 于 任 一 
模型 M， 有 M EA. 

定义 6.11 CRE RSF) ZFSRE (x) OR Sete 
其 中 自由 出 现 ), 对 于 任意 的 ZF 公式 4， 如 果 4 中 无 量词 出 现 ， 则 
令 A4r 为 4. 如 果 4 中 有 +1 量词 出 现 ， 并 且 最 左边 的 量词 为 VYx 其 
辖 域 为 B(x)， 则 我 们 用 公式 V x(F(x)->B(x)) 将 换 4 中 的 VxB 
(x)〔( 类 似 邮 ， 用 3x(F(x) 八 B(x) 替换 4 中 的 习 xB(x))， 并 把 结 
果 公 式 记 做 4，( 我 们 称 4 中 形式 为 Vx(F(x) 一 B(x)) MILF) 
八 B(x)) 的 子 公式 为 F 受 圈子 公式 ,相应 的 量词 称 为 FF 受 园 量 词 ); 
继续 上 述 手 续 于 41 中 的 非 F 受 园 量 词 ， 并 将 获得 的 结果 记 做 4;. 将 
上 述 手 续 做 n+1 步 时 ， 4. 中 已 没有 非 五 受 辕 的 量词 出 现 了 。 令 
4z 为 4。， 称 4 为 公式 4 的 严 受 关公 式 ， 

例 6.4 = 

A=3xV yC ly Ex), 
有 Ar 为 3x(F(X)AVy(F(y)> lyEx)). 

定理 6.10 对 于 任意 的 ZE 命题 4， 如 果 广 4， 则 上 Ap. 

证 明 若 H4， 由 定理 6.9， 对 于 任意 不 空 集合 M， 有 
<M, E>) =A, SM = {x|1xEMA 人 F(x)}, 显 然 ,M1 不 空 。 因此， 
(Mi, €> HA, MEMES., RE: <M, E) HAr. Hts 
HMAE RHE, EKER., MRR: HAr 


$8 KRAZ5RRAE 


我 们 首先 指出 在 Z 中 不 可 能 推演 出 替换 公理 。 由 定理 6,7 这 仅 
需要 给 一 模型 ， 使 得 Z 的 公理 是 真 的 ， 而 替换 公理 不 真 就 够 了 。 
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M `L AM =, 
证 明 ANA ie) EREE KREA SHB, 
Sasi EPCS) As= Us*' 不 难 验证 ， s 是 系统 Z,( 由 Z 中 去 AAR 


公理 后 所 剩 下 的 其 余 公 理 所 组 成 ) 的 一 模型 。 令 SS, ena 
Hen) M = Uca RE, 不 难 验 证 我 们 有 : MM =z Hoe M. 


但 是 ， 在 ZF 中 可 以 定义 函数 /， 使 得 对 于 任意 nE€m， 有 (%) 
二 c: 成 立 , 即 有 一 公式 B(x,y)， 满 足 V x* 习 1yBCx,y) 以 及 BCn, cy) 
在 141 引力 真 。 由 上 此， 如果 有 17 | 一 4， 则 /的 值 域 {coyet,…cs:…】} 
就 是 11 中 集合 , 令 x*=ran1， 若 YEM， 则 UxEM Ri Us=M. 
这 矛盾 说 明了 欲 证 结果 成 立 ， 
其 次 ， 我 们 指出 由 替换 公理 模式 可 以 获得 分 离 公理 模 式 . 具 
体 地 说 ， 令 Zz, 出 公理 1 一 5 与 7 一 9 所 组 成 ,由 Z; 可 推演 出 分 离 公理 
模式 成 立 。 
定理 6.12 ”在 Z; 中 可 以 证 明 分 离 公理 模式 成 立 。 
证 明 ”对 于 任意 的 ZF 公式 4(x)， 为 了 证 明 有 
Y ySzV ulu ErruE yAA(u)) (6.15) 
成 立 。 RMS 
B(x,y)= y=xA 人 \A(X), (6.16) 
BR, CAC) 成 立 的 任 一 模型 中 ， 也 有 VY* 习 1yBC(x,y)》 成 立 。 
这 样 ， 由 替换 公理 可 以 获得 
V yV ulu EzE yRG,4)). (6.17) 
由 式 (6.17) 与 式 (6.16) 不 难 获得 式 (6.15). 
由 定理 6,.12， 在 ZF 中 分 离 公 理 模 式 是 可 以 省 略 的 .但 是 ， 由 
于 它 便于 理解 ， 并 且 运 用 方便 ， 所 以 ， 我 们 还 是 不 省 略 它 , 对 于 
我 们 来 诗 ， 公 理 系 统 之 间 的 独立 性 是 不 必 考 虑 的 .其 实 空 集合 存 
在 公理 ， 无 序 对 集合 存在 公理 也 是 可 以 由 ZEF 的 其 它 公 理 获 得 的 ， 
对 于 任何 一 公理 系统 ， 协 调 性 问题 都 是 重要 的 ，ZF 是 否 协 调 
We 由 哥 德 尔 不 完全 性 定 坦 可 以 知道 ， 如 果 ZF 是 协调 的 ， 则 它 的 
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协调 性 在 ZF 中 是 不 可 证 明 的 。 它 需要 有 更 强 的 公理 〈 如 增加 大 基 
数 公理 ) 才能 证 明 ZF 的 协调 性 ,因此 ， 我 们 只 讨论 某 些 公理 的 相 
对 协调 性 问题 。 


$9 正则 公理 


定理 4.3 已 经 指出 了 在 存在 极 小 元 原则 之 下 每 一 集合 都 是 良 
基 的 。 当然 ， 如 果 没 有 这 一 原则 ， ERL SETKA. LW) 
KR E- RERA AUEREA 8S Z. EAM 
PER. 
下 边 的 定理 6.14 一 6.21 都 不 使 用 正则 公理 ， 这 些 定理 及 其 证 
明 都 是 在 Zs: 中 进行 的 。 
定理 6.14 ”如 果 对 于 每 一 YE x， 都 是 良 基 的 ， 则 x 是 良 基 
的 . 
证 明 出 集合 *， 首 先 作 出 s。(Y), 对 于 每 一 yEw，so(y) 是 
含有 y 的 最 小 传递 集合 并 是 sy。(y) 有 一 秩 函 数 , 这 样 ， 对 于 任 一 
tE Use ys Ay (t)=rnk(t). MRRINS 
由 x 


r(x)=5up{ir(y)i yE x}. 

PRET ELH.) be WRB MRT RiEBR. 

定理 6.15 每 一 序数 都 是 良 基 的 ,并 且 rnk(%) 一 0， 

证 明 ”由 于 任 一 序数 都 是 由 所 有 小 于 它 的 序数 所 组 成 的 集 
合 ， 使 用 定理 6.14 与 超 穷 归纳 法 即 可 获得 欲 证 结果 ， 

定理 6.16 如果 不 空 集合 s 是 良 基 的 , 则 s 有 极 小 元 ， 

证 明 + 

T= {rnk(x)|»€s}. 

显然 ， 工 是 一 不 空 的 序数 集合 ， 因 此 NT 是 了 的 一 最 小 的 序 
Z, Rishi Erak) = 们 工 的 那些 集合 x 就 是 s 的 极 小 元 ,假定 
不 然 ， 还 有 一 y Ex 上 且 yEs， 这 样 就 有 ronk(y)<<rnk(x)， 即 rnk 
(y) 达 NT， 这 与 NT 为 7 的 最 小 元 相 矛盾 。 这 就 获得 了 欲 证 的 结 
果 。 
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定理 6.17 Rw 在 Zs 中 是 可 证 明 的 。 
证 明 正则 公理 是 说 每 一 不 空 集合 都 有 极 小 元 ， 即 任 一 % 关 ， 
GS， 有 一 yEx，y 站 4 二 名 ,定理 6,16 正 是 肯定 每 一 不 空 的 良 基 集 
合 都 有 一 极 小 元 ， 辣 时 ， 证 明 过 程 没有 用 到 Zs 之 外 的 其 它 的 公 
理 ， 因 此 ， 定 理 6.17 成 立 。 
定理 6.18 如 果 一 集合 * 是 良 基 的 , 则 宪 集 合 P(x) BRE 
的 。 
证 明 因为 * 是 良 基 的 ， 所 以 它 的 每 一 子 集合 也 是 良 基 的 ， 
由 定理 6.14， 这 就 获得 了 :22(%) 是 良 基 的 。 
定理 6.19 ”如 果 4 是 Zs 的 一 公理 , 则 Aw 在 Zs: 中 是 可 证 的 。 
证 明 为 了 产生 Ay 的 证 明 ， 我 们 有 一 简单 的 算法 .因为 好 是 
良 基 的 ， 所 以 空 集合 存在 公理 对 良 基 集 合 是 成 立 的 ， 外 延 公理 对 
于 良 基 集 合 是 成 立 的 ,因为 如 果 x Ey 且 y 是 良 基 的 ， 则 x 也 是 良 基 
的 ,如 果 x 与 ?是 良 基 的 ， 那 么 {1x,y } 也 是 良 基 的 ， 所 以 公理 3 对 
于 良 基 集合 成 立 ,因为 车 * 是 良 基 的 ， 从 耐 yE x 时 ，y 是 良 基 的 ， 
并 且 zE y，z 也 是 良 基 的 ,这 样 由 定理 6,.13，U wx 是 良 巷 的 ,因此 并 
集合 存在 公理 对 于 良 基 集 合 是 成 立 的 , 若 x 是 良 基 的 ,由 定理 6,14， 
徊 集 合 存在 公理 对 于 良 基 集合 是 成 立 的 ,因为 0 是 良 基 的 ， 所 以 无 
穷 公理 成 立 , 替 换 公理 对 于 良 基 集合 成 立 理由 如 下 令 y= f(x) 
是 一 函数 ， 对 于 良 基 集合 其 值 y 也 是 良 基 的 ， 这 样 对 于 任 一 良 基 
的 ，j 的 值 域 仅 由 良 基 集合 组 成 ， 所 以 ran( ffs) 也 是 良 基 的 ,由 
定理 12， 分 离 公 理 显然 也 成 立 ， 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
定理 6.20 如 果 Z: 是 协调 的 , 则 ZF 〈 即 Z: +R) 是 协调 的 。 
证 明 如 果 ZF 是 不 协调 的 ， 则 有 ZF 命题 B， 使 得 ZF|~ BA 1 
B, 这 样 ， 就 有 ZF 公理 41(，…，A4,， 使 得 
HAA AL ARBA 1B。 (6.18) 
A (6.1 是 逻辑 定理 ， 并 且 41/,，…，4, 是 Zs 中 的 公理 ， 有 
是 正则 公理 ,由 式 (6.18)， 使 用 定理 6.10， 我 们 有 
FAdiwA NA NRwr BN Bw. (6.19) 
(B Ehe., Are FE Za 中 是 可 证 的 ， 由 定理 6.17，Rw 在 
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2Z: 中 是 可 证 明 的 .这样 ， 我 们 有 
Zs BWA Bp, 
ET ZER. RET SE AAT ENT EREB. 

定义 6.12 ET 是 命题 的 集合 ,4 为 一 命题 ， 若 PH-4， 则 称 
4 是 独立 于 了 的 。 

定理 6.21 正则 公理 是 独立 于 ZF 的 其 它 公 理 的 ， 换 言 之 ， 
ZER. 

证 明 令 ao as s ans anen oe 为 个 体 词 ， 我 们 形 式 
定义 arxtEwu，1Eo, 且 当 fei +h, afar g AO) {a ar, 
…，an，… 上 对 于 任意 的 大 于 零 的 序数 c， 令 

BR) =P BB), (6.20) 


其 中 AP )AcHBEA. H>, Ae) 中 的 对 象 都 是 集合 ， 
RO) DARES fpa tR. SO = URO, HAN € 关系 
如 下 ;对 于 集合 经 (4) 的 元 素 m 与 na， 如 果 u 是 一 集合 ，uz 是 ui 
的 一 元 素 ， AAU. CE u, PU E u. WMR Saw HAMS, 
WuaE u. Hutan, Hufu k, W 中 有 一 个 E 降 链 ， 
即 有 ao， Bly t; Ang dntlg “°°? 使 得 a; .1 € am 成立, 这 样 ,在 人 2 中 
正则 公理 不 成 立 ， 然 而 ， 不 难 验 证 ZF 的 其 它 公理 在 2% 中 都 成 
立 , 这 样 ， 即 可 获得 欲 证 结果 ， 


$10 ZFC 的 有 穷 子 系统 


分 离 公理 模式 和 替换 公理 模式 实际 上 是 无 穷 多 条 公理 ， 所 以 
ZFC 是 一 无 穷 的 公理 系统 。 这 一 公理 系统 能 否 有 穷 公理 化 呢 ? 也 
就 是 说 ,能 否 从 ZFC 中 找到 有 穷 条 公理 使 得 它们 能 够 推演 出 ZFC 
呢 ? 这 是 本 节 要 回答 的 问题 . 

定理 6.22 GA, 4a) 是 ZF 公式 ,在 ZFC 中 可 以 证 明 ， 

对 于 任意 的 集合 S$， 都 有 一 集 S'， 使 得 S’ <max{ Ro S} EX 
FER, 7, Cs’, RA 

Alx, ty Madey (My s Sa) - (6.21) 
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成 立 。 

证 明 不 妨 假定 公式 4 具有 前 束 形 式 

Qiyi Qn Vm BCS, t, Bay Yis s Ym), (6.22) 

并 且 B 中 是 无 量词 的 ， 

首先 ， 对 于 任 一 集合 了 ， 我 们 考察 式 6.22) 中 第 一 个 量词 
6 ， 当 @ 为 存在 量词 习 ， 并 且 对 于 任意 的 Zi o ET, WEF 
在 一 集合 yu， 使 得 

Qay2'r On YnB vig ty XaViy Yrs “ty Ym) (6.23) 
成 立 ， 则 由 选择 公理 ， 可 取 定 y， 并 令 T1 二 了 TU {y}, MRE 
Ey EA 6.2D EL, WET =T. 

当 Q1 为 Vy 时， 考察 式 (6.22) 的 否定 式 ， 

Oiyay Qayn Bl tis oy Yis s Ym) (6.24) 


_ 4O ASH, 


xB, Q= 二 1,2,…,m。 AAOBV, KO 


3, 当 Q; 为 Vv 时， ' 
为 习 〈 据 谓词 演算 ), 类 似 地 完成 上 述 过程 ， 也 获得 7T:. 应 当 注 意 ， 
yi 不 一 定 在 7 中 ， 因 此 ， 我 们 有 TCT,。 

其 次 ， 在 Qi 为 习 3 时 ， 考 察 式 (6,23)， 当 0; 为 3 时 ， 对 于 任意 
的 %，…，x%nET， 如 果 存 在 一 集合 yz， 使 得 

Qays QmYaB is “Sins Vig Yes ty Ym) 

成 立 ， 则 由 选择 公理 ， 可 取 定 yo HETT? {y}, WER 
存在 y:， 使 得 式 (6.23) MI, WST.=71.4Q.45 VN, BR 
sk (6.23) 的 否定 式 ， 并 完成 上 述 类 似 的 过 程 ,在 0 AVA, # 
察 式 (6.24) 并 完成 上 述 过 程 ， 也 获得 T,，， 且 TCCT，， 

HFA (6.22) 的 所 有 量词 O,，…，@-， 继 续 上 述 过 程 ， 就 
获得 了 集合 了 ,并且 令 77 = 了, 如 上 ， 对 任 给 的 工 , 我 们 可 得 7*。 
正面 ， 不 断 使 用 这 一 过 程 , 令 So=S，Sitt 一 3y， S 一 US 这 就 


获得 了 欲求 的 集合 S ,显然 ， 当 5 为 有 穷 集 合 时 ， S’ BY WR, 
当 5 为 无 穷 集合 ， 总 有 5 HS. 
现在 ， 我 们 证 明 式 (6,21) 成 立 , 对 于 1 所 hh 之 fy Nis** sn， 
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Yis vty PES, Clt oe, Kay Yo thy yn) 指称 公式 
Dee Veer QnVmB Ry Mas Vig Yer Vests s Ym), 

并 且 总 有 一 5， 使 得 ve， ”yy VRE Ste HQ ASH, WR 
CC y Eas Vis Ve) Hy UES. PRA yes, EBC, 
Ya Vis Vey Yksi) » BẸ Qrtayre OmV mE £15 to Nag Vig" 
Vertis Vases Vo) Bes BWC, koe Vig ty Ye) 假 ， 则 对 
FUER vei C tig Ens Vis s Ves Vea) 假 , 所 以 ， 在 S’ 中 它 
亦 假 .对 于 COx+ AV 时 与 上 述 论证 相 类 似 .这 样 我 们 就 完成 了 定 理 
的 证 明 。 

定理 6.23 ZFC 的 任意 有 穷 子 系统 (ZFC)' 的 协调 性 在 ZFC 
中 都 是 可 证 明 的 。 

证 明 因为 《ZFC) “为 有 穷 个 命题 ， 所 以 可 以 用 合 取 词 连接 
为 一 个 命题 4. 这 样 ， 由 定理 6.22， 我 们 可 以 证 明 有 一 个 至 多 可 数 
的 集合 5， 使 得 

A<-> A, 

成 立 ， 也 就 是 说 ，A4 是 协调 的 ， 当 且 仅 当 S 是 4 的 一 个 模型 ，。 

定理 6.24 ZFC 是 不 可 有 穷 化 的 ， 也 就 是 说 ， 不 存在 有 穷 多 
BIZ EAHA, ,4,， 使 得 对 于 ZFC 的 任 一 公理 B， 都 有 

4 ,A B. (6.25) 

证 明 ”假定 不 然 ， 即 有 41,… ,4,， 使 式 (6.25) 成 立 , 令 4 
为 4, 八 … 信 4,， 这 样 ，4 的 协调 性 在 ZFC 中 是 可 以 证 明 的 ， 由 于 
4 是 充分 丰富 的 《因为 式 6.25) 成 立 )， 所 以 由 哥 德 尔 不 完全 
性 定理 ，4 的 协调 性 在 其 中 是 不 可 证 明 的 .但 是 ， 由 于 4 的 协调 性 
在 ZFC 中 是 可 证 明 的 ， 并 且 由 于 式 6.2D 成 立 ，4 的 协调 性 也 
就 可 以 在 4 中 证 明了 ,这 是 一 个 矛盾 ,从 而 获得 了 和 欲 证 结果 。 

定理 6.22 是 定理 5.18 由 类 函数 到 公式 的 推广 . 因 此 ， 在 一 些 
文献 中 也 称 定理 6.22 为 莱 文 海 姆 -斯 科 伦 定理 。 


$1 形式 推演 
在 定理 6,.12 的 证 明 中 , 我 们 曾经 指出 由 式 (6.17) BX 
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(6.16) 不 难 获得 式 〈6.15) .现在 我 们 来 完成 这 一 形 A 推演 . 首 
先 给 出 推演 的 斜 式 步骤 。 然 后 ， 说 明 这 一 推演 的 合法 性 。 

(1) VyazVyuucEz<e Ste yB(t,u)), 

(2) VyszV ulu€2<— St(t€ yAu=tAA(t))), 

(3) SzVutu€z<—St(tCaAu=tAAct)), 

€4) Vudu€b<3t(itCaAu=tAAt)), 

(5) c€ b+ 3t(t CaAc=tAAt)), 


(6) c€b, 

(7) St(t €aAc=tAA(t)), 
(8) d€aAc=d/\ Ad), 
(9) c=d, 

(10) QEaA 人 4(d)， 

(1D c€af\ Ale), 

(12) cEa 人 N 人 4(c)， 

(13) cE b~cEafAAle), 

(14) c€a/\Alo), 

(15) C 一 C， 

(16) cE aNc=c/\ACc), 

(17) 3t(t€aAc=tAA(t)), 
(18) cEb, 


(19) c€a/\Alc)—c€b, 

(20) cEbs+c€aAAlc), 

(21) VYu(ue€ bu EaAA(u)), 

(22) FzVu(u€z<-u€a/\A(u)), 

(23) SzV ulu€z+~u€a/\A(u)), 

(24) VyazV u(u€z<~uEyAA(u)). 

其 中 a，b，c，d 互 不 相同 ， 且 都 不 在 ( 1) 中 出 现 ,现在 我 们 
来 说 明 由 (1) 到 (24) 的 逻辑 严谨 性 。 由 (1) 到 (2) 是 使 用 
了 式 6.16) 作 赫 换 的 结果 .出 ( 2) 到 ( 3) 是 赔 去 全 称 量词 的 
结果 .一 般 地 说 ， 由 Vx4Cx》 可 以 获得 4(t), 其 中 t 为 任意 的 项 ,这 


+ 166- 


是 由 公理 9 和 规则 获得 的 “导出 推演 规则 ”， 并 记 做 

[VYV-] VxA(x)H- A(t). 

对 于 《 3 )， 我 们 取 不 在 (1 ) 中 出 现 的 个 体 词 a, a) 是 一 假 
定 的 辅助 前 提 , 并 且 取 不 在 ( 1 ) 中 出 现 的 个 体 词 b, 且 b 不 同 于 a, 由 
《4 ) 使 用 CY -] 可 获得 (5 )， 并 且 任 到 c 为 一 不 在 (1 PHL AAS 
同 于 a，b 的 个 体 词 .( 6 ) 是 辅助 假设 ， 由 ( 6 ) 与 (5 ) 可 获得 ( 7). 
( 8 ) 出 是 辅助 假设 ， 由 ( 3 BBC 9 ) 与 (10) 可 经 公理 4 及 有 获得 ， 
(11) 是 由 ( 9 )，(10) 与 公理 12 并 经 过 R 获 得 ,这 样 ， 由 ( 8 ) 可 获得 
《11)。 并 且 个 体 词 d 不 出 现在 (11) 中 . 这 样 ， 即 可 由 前 提 ( 7 ) 获 得 
(12),(11) 与 (12) 两 式 相同 ， 但 在 推演 中 位 置 或 地 位 不 同 . 这 一 过 
程 可 以 概述 为 ， 对 于 任 一 公式 B(a), 个 体 词 a 在 B(a》 中 出 现 ， 不 
在 公式 刀 中 出 更， 并 且 有 下 述 导 出 的 推演 规则 ， 闪 记 做 

(3-3 WBa) D, W 3xB(x)FD. 

34 tS B(d)-y “dEaNc=d AA dad) HADA cea NACo)” 
时 ， 这 时 3tB(t) W“sat(tcaAc=tAACt))” BNC 7 Je ERC 8) 
至 0D 表明 已 ABCOED, Wik, HCS-IB 

Ft(t€aAc=tAA(t)) FD 
是 (7 ) 到 (12) 的 一 形式 推演 . 这 样 ， 由 于 (7 ) 是 由 (6 ) 与 (5 ) 获 
得 ， 所 以 由 (6 ) 即 得 (12). 于 是 ,由 命题 演算 即 得 (13)。 另 一 方面 ， 
假定 (14) 作 为 一 辅助 前 担 ，(15) 是 公理 11 与 [Y -] 直接 获得 的 ， 
于 是 (16) 是 由 (14) 与 (15) 经 公理 3 与 及 获得 的 .由 (16) 到 (17) 是 使 
用 公理 10 与 R 获 得 的 ,一般 说 来 ， 对 于 任 一 公式 B(e )， 都 有 下 述 
导出 推演 规则 ， 并 记 做 

(aJ Bic) SxB(x). 

从 aD 和 (5) MÆ (18). 因 为 由 QQ4) 可 获得 8), ik 
RNA (19), 并 且 由 (13) 与 (19) 即 获得 〈20) ,并 且 c 不 在 (20) 
的 前 提 中 出 现 ， 我 们 就 获得 了 《〈21), 这 也 是 一 条 一 般 的 可 导出 的 
推 滨 规 则 ， 即 对 于 任意 的 公式 序列 P， 人 公式 4(a) ,个 体 词 a 在 4(a) 
中 出 现 ， 不 在 Fr 中 出 现 ， 我 们 有 下 述 导 出 推演 规则 ， 并 记 做 

CV- 车 PH4(a), 则 PFVx4d(x)。 
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由 〈21)， 对 于 b 使 用 5 习 ,]， 就 获得 (22). 然 而 (22) 的 直接 前 
提 是 (4 )， 这 时 我 们 可 把 ( 4 ) 记 做 BC(b), 把 (22) 记 做 D， 个 体 词 
b 不 在 刀 中 出 现 ， 又 因为 Bb) D, AMA 习 xB(x)|-D， 妈 由 
(3 ) 可 获得 (23). 又 因为 个 体 词 a 不 在 (1 ) 中 出 现 ， 所 以 由 EV +] 
有 (24), 从 市 我 们 看 到 由 (1 ) 到 (24) 是 一 个 严谨 的 推演 过 程 .并 且 
在 这 一 过 程 中 隐 含 着 重要 的 导出 推演 规则 ， 我 们 称 它 们 为 导出 
的 ， 是 因为 它们 可 从 逻辑 公理 和 规则 推 得 ， 它 们 在 推演 过 程 中 都 
起 着 重要 的 作用 ， 并 且 在 推演 中 都 有 着 一 般 的 方法 论 上 的 作用 ， 
因此 ， 我 们 称 它们 为 导出 推 戎 规则 。 

在 公理 集合 论 中 ， 形 式 推演 的 方法 是 极其 重要 的 , 每 一 定 
理 、 每 一 结论 都 应 当 在 严谨 的 形式 推演 中 实现 它 的 证 明 ,这 是 公 
理 集 合 论 区 别 于 直观 集合 论 的 重要 特点 之 一 .公理 集合 论 的 另 一 
特点 是 可 用 于 研究 元 数学 问题 ， 即 讨论 在 一 定 的 前 提 下 哪些 命题 
是 可 推导 的 ， 哪 些 命题 是 不 可 推导 的 , 它 所 使 用 的 基本 方法 除 形 
式 化 方法 外 主要 是 构造 模型 的 方法 〈 内 模型 方法 与 外 模型 方法 )， 
我 们 将 在 第 九 章 、 第 十 章 中 讨论 这 种 方法 。 


$12 ZF 可 定义 类 


定义 6.13 对 于 任 一 类 C， 如 果 有 一 ZF 公式 4(%) ,使 得 
C= {%|1A(x) 成 立 }， (6.26) 
则 我 们 称 C 是 在 ZF 语 言 中 可 定义 的 ， 简 称 为 可 定义 的 .其 中 “4(Y) 
R ERV |F-4(x)”， 为 了 简便 ， 常 常 把 式 6.20 简写 为 
C= {x|A(X) } ， (6.27) 
式 (6.26) 或 式 (6.27) 也 就 是 ， 
xEC4HAWYV A(x). 
例 6.5 依据 定理 2.24, 当 我 们 把 公式 On(x%)， 表 述 为 ZF 公 
式 时 ， 就 获得 了 序数 类 On 是 可 定义 的 ， 
因为 每 一 集合 都 是 一 个 类 ， 所 以 ， 据 定义 6.13 也 就 有 可 定义 
集合 的 概念 了 .换言之 ， 一 类 C 是 可 定义 的 且 为 一 集合 时 ， 我 们 就 
称 C 是 一 可 定义 集合 .从 而 我 们 就 获得 了 某 一 类 BE) 的 可 定义 
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FR FRA) 的 概念 了 ， 
例 6.6 由 公式 On(x) 人 (x=0VSucc(s) 和 VyEx(y=0V 
Succ(y))， 就 有 集合 @ 是 可 定义 的 ， 
因为 ZF 语言 中 公式 集合 是 可 数 的 ， 所 以 @ 的 可 定义 子 集合 就 
蚌 可 数 的 ,然而 @ RRG So) 是 不 可 数 的 ， 册 此 可 知 ， 存 在 
着 不 是 ZF 可 定义 的 集合 .由 例 6.5， 我 们 也 知道 ZF 可 定义 的 类 也 
可 以 是 真 类 。 由 注 记 1.1， 全 域 V 也 是 可 定义 的 。 
注 记 6.10 ”在 定义 1.7 中 ,我 们 对 于 任 一 关系 尺 曾 经 定义 了 RR 
的 定义 域 domR， 值 域 ran 尺 和 域 fdR 的 概念 ,现在 我 们 来 推广 这 
些 概念 ， 对 于 任意 的 类 尺 ， 我 们 令 
domR= { 313y(Cxy>ERR) }, 
ranR= {yy|3x(C%,y>€ R) }, 
fldR=domRyrank. 
当 C 中 不 含有 序 对 时 ， 其 定义 域 、 值 域 和 域 都 是 空 集合 名 ,从 
现在 起 ， 我 们 常常 作 这 样 的 广义 理解 . 
定理 6.25 # CoC RMU MA, MC NC Crue, CI 一 
Coen LR. 
证 明 由 前 提 有 ZF 公式 4(x)，B(4)， 使 得 
C= {x|A(x) }, 
Cs= {x|B(X)}。 
因为 我 们 有 
CinC, = {xl ADAB }， 
CiyCzs= {%|A(X)V B(x) }, 
CCs= {x|A(x) A IBCs) } 
成 立 ， 所 以 欲 证 结果 成 立 。 
定理 6.26 ”车 C 是 可 定义 类 , 则 domC，ranC 与 ldC 都 是 可 
定义 类 。 
证 明 ”由 前 提 有 一 ZF 公式 4(x)、 使 得 
C= { x] Alx) }. 
出 注 记 6.10， 我 们 有 
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domC= { y|Sx3ze(2=<y,2 AAC) }, 
ranC= { z|/Sxdy(4=<y,2AA(a)) by | 
MA, RIER RREZ. 
定理 6.27 车 C1,C: 是 可 定义 类 ， 则 C: xCETEXLR. 
证 明 FA), BWO 分 别 为 定义 C!，C: 的 ZF 公式 ， 令 
C) = SxS y (ACA Bly A z= y), 
FARE BHC) 就 定义 了 类 Ci X C2。 
定理 6.28 ”车 G(x) 是 一 可 定义 的 类 函数 , 则 据 定理 4,12 所 
确定 的 函数 8 也 是 可 定义 的 ， 
定理 6.29 EFEN, Wu EL, Apuk- EE. 


习 题 


6.1 试 证 明 ， 如 果 我 们 把 $3 中 的 公理 1，4，5，7，8，9 与 
10 记 做 ZF/， 则 有 

Ci) ZF’H- 3xV y( lye), 

《2) ZE/F VW Vay VW l E yee mi V2 2) 

6.2 试 证 明 ， 如 果 在 ZFC 中 去 掉 公 理 8 (无 穷 公理 ), 把 余下 
的 公理 记 做 ZF"， 并 把 公理 8 记 做 A， 则 

ZF" FA. 
6.3 试 证 明 下 述 命 题 
ay uu Es) NN yy Esl Es Ay EN) 

与 无 穷 公 理 是 等 价 的 〈 相 对 于 ZE 的 其 它 公 理 ) 。 

6.4 斌 证明， 如 果 C 是 可 定义 类 ， 则 UC 是 可 定义 类 。 当 人 C 款 
名 时 ， 由 C 也 是 可 定义 的 。 

6.5 试 证 明 习 题 3.1 中 所 给 出 的 函数 J]， 及 与 7 都 是 ZF 可 定 
义 的 。 

6.6 求 罪 集合 公理 、 并 集会 公理 和 正则 公理 的 前 束 范式 ， 

6.7 SAC), Dix) 与 B 为 集合 论 演算 中 的 公式 ,% 在 4(%)， 
Dix) 中 自由 出 现 ， 不 在 B 中 出 现 ， 试 证 明 

D HIBA) +> V4 TA), 


-170 > 


C2) AW Alaa 1A), 

(3) HYVA) VBN «(A(xX) VB), 

(4) -5xACe)V B<-3x( Als) VB), 

(5) LV ade) ABe Vr(A(x)N\B), 

(6) -}axA(a) AB 3a Ala) AB), 

(7) - BV #A( 4) <> Y x(B>A(*)), 

(8) B>A Alx) Ir BACs), 

(9) ~- Vad(%)—>B<->3%(A(x)—>B), 

(10) FF 34A(s)—>B<-> Vx(A(%)—>B), 

aD F 3x A(x)V D(a) e IxA(%)V IxD(Y), 
(12) HYAL ADC) VaACIAV 4D (4)0 
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第 七 章 ”选择 公理 


本 章 讨论 选择 公理 常见 的 几 种 等 价 形式 ， 说 明了 选择 公理 在 
一 些 数 学 论证 中 的 重要 作用 ,没有 选择 公理 ， 许 多 重要 的 数 学 概 
念 和 数学 定理 是 不 能 够 获得 的 .本章 仅 讨论 集合 形式 的 选择 公理 ， 
不 讨论 类 形式 的 选择 公理 。 

还 有 一 些 重 要 的 数学 命题 ， 它 是 ZFC 中 的 定理 ， 但 不 是 ZF 中 
的 定理 ， 并 且 它 们 又 不 与 选择 公理 等 价 .为 了 显示 它们 的 重要 性 ， 
在 85 中 我 们 也 作 了 一 些 说 明 ,由 于 篇 幅 的 限制 ， 我 们 把 其 中 一 些 
重要 命题 放 到 了 本 章 的 习题 中 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 献 . 

有 些 数 学 命题 虽然 与 选择 公理 是 矛盾 的 ， 但 对 这 些 命 题 的 研 
究 却 很 有 意义 ， 其 中 最 引 人 注 意 的 是 决定 性 公理 .本 章 陈述 了 这 
一 命题 并 论 及 了 它们 同 选 择 公 理 的 关系 ， 这 是 因为 考察 决定 性 全 
理 对 于 探讨 选择 公理 的 正确 性 是 有 益 的 ， 


§1 乘积 定理 


在 第 五 章 中 我 们 曾经 谈 及 乘积 原则 ， 也 谈 到 它 同 选择 公理 是 
等 价 的 ， 并 且 在 莹 尼 定 理 的 证 明 中 运用 了 这 一 原则 ,现在 我 们 使 
用 集合 形式 的 单 值 化 原则 去 证 明 我 们 的 定理 ， 

定理 7.1( 乘 积 定理 ) 对 于 任意 的 集合 了 和 定义 域 为 的 一 
Mee, WAVIE IGOAZ), M eD. 


证 明 因为 lomg= I， 且 Vi€ 1 (gi) 40) Ri E X 
关系 

R={C,%)|iE I Nx Eg(0)}, 7.1) 
对 于 这 一 关系 RR， 使 用 集合 形式 的 单 值 化 原则 ， 就 有 一 画 BM 
足 
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fCRAdomf=domR=1. 7.2) 
因为 对 于 任 一 ?E 7 有 
Gi, fG)>EfCR, (7.3) 
所 以 ， 必 有 f(i) et). Ak, RNA 
f€ Weg), 
| ier 
亦 即 TL g(i) 关 作 . 欲 证 结果 成 立 。 
乘积 定理 的 形式 化 陈述 是 
VIV.g(Fun(g) \domg=IAVi€ IV «(isa E go> 
a#O)~>3f(Fun(f)Adomf=IAVielVyVz 
Cisy E fASi,z) E g>yEz)). (7.4) 
为 简便 计 ， 今 后 我 们 把 式 (7 ,4) HACC). 
集合 形式 的 单 值 化 原则 的 形式 陈述 是 
VYx(Re(xY) dy (Fun( y) \dom y=dom* 
Ayex)). (7.5) 
今后 ， 我 们 把 式 (7.5) ACC] ). 这 样 ， 定理 7.1 的 结果 就 是 
ZF}|-AC(] )>AC( I). 


§2 良 序 定理 


在 第 二 章 中 ,我 们 已 经 引进 了 良 序 集合 的 概念 ,可 以 这 样 说 ， 
一 个 线 序 集合 <S,R》 的 任 一 不 空子 集合 都 有 一 个 首 元 索 ， 那 么 它 
就 是 良 序 的 .我 们 已 经 知道 有 许多 良 序 集合 ， 比 如 序数 的 任 一 集 
合 都 是 和 良 序 的 ， 还 有 许多 集合 ， 在 它们 的 自然 顺序 下 或 给 定 的 次 
序 下 ， 它 们 不 构成 线 序 ， 当 然 也 不 可 能 是 良 序 的 ， 有 些 线 序 集合 
在 它们 的 原 次 序 下 显然 也 不 构成 良 序 。 

例 7.1 《之 ,过 ) 在 其 自然 次 序 不 是 一 良 序 集合 ， 因 为 它 自身 
和 它 的 许多 不 空子 集合 在 小 于 关系 < 之 下 没有 首 元 素 ， 虽 然 它 的 
另外 一 些 不 空子 集合 〈 例 如 @) 是 有 首 元 素 的 ， 

例 7.2《〈 乡 ,< 在 其 自然 次 序 下 不 是 一 自序 集合 ， 

例 7.3 <00,13,<>,<#,<> 在 它们 的 自然 次 序 下 都 不 是 
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良 序 集合 。 . 
当然 ， 有 些 集合 改变 一 下 次 序 ， 就 可 获得 一 良 序 ， 例 7.1 中 
的 < 空 , 达 > 车 按 下 述 次 序 ， 
{0,1,2, n, e -1,-2, -3, essre }, 
显然 是 一 良 序 集合 ， 
还 可 以 用 其 它 方式 来 对 衬 进行 排序 使 其 成 为 一 良 序 集合 ， 例 
如 ， 还 可 以 排 为 
{0,-1,+1,-2, +2,..}, 
这 也 是 一 良 序 集合 .也 有 些 集合 ， 例 如 实数 集合 Z 虽然 一 时 找 不 
到 它 的 良 序 ， 一 些 学 者 认为 它 也 应 当 能 够 良 序 化 的 . 1904 4, $% 
梅 罗 运用 选择 公理 证 明了 下 述 良 序 定理 ,这 里 ， 为 了 证 明和 良 序 E 
理 ， 我 们 首先 陈述 序数 形式 的 选择 公理 ， 即 
Vx3c3ag(On(c) 和 人 Fun(g) 人 人 VYyE%38EC 
(CB,y> €g))., (7.6) 
今后 我 们 把 式 (7,6) WACH). 
定理 7.2 每 一 个 集合 都 是 可 以 良 序 的 ， 
证 明 我 们 使 用 已 陈述 的 选择 公理 形式 页 〈 即 AC( 下 ))。 
对 于 任 给 的 集合 S5， 由 AC( 夏 )， 存 在 一 序数 x< 和 a 上 的 一 函数 
g， 对 于 任意 集合 y， 我 们 都 有 ， 
yEs<— FB Ca(y=e2(B)). (7.7) 
也 就 是 说 ,定义 在 序数 a 上 的 函数 g 恰 好 枚 举 了 集合 S 中 的 一 切 元 
素 . 亦 即 
S={g(0), g1), gB) e}, = Ba, 
并 且 令 cs 一 g(8)，8<w, 我 们 得 到 : 
S= {ao azap}, BLE 
这 样 ，5 与 建立 了 一 个 同 构 对 应 、 从 而 建立 了 S 上 的 关系 之 如 
下 ， 对 于 任意 的 y1,yz€E5， 令 
Yi<sys=g Cy) Eg (Ya). (7.8) 
于 是 ， 对 于 SS 的 任 一 子 集合 S:， 我 们 给 出 相应 的 序数 集合 S: 如 下 ， 
Se= {gly ES}. 
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因为 S:Ca，3S:> 有 最 小 元 8， 故 (HES, CHS 的 首 元 素 。 
办 此， 我 们 获得 了 《<S,<<S) 是 良 序 结构 , 欲 证 结果 得 证 ， 
我 们 将 要 证 明 ， 由 良 序 定 理 还 可 以 推演 出 选择 公理 ， 这 样 ， 
它 也 是 选择 公理 的 一 个 等 价 形式 , 良 序 定理 的 形式 化 陈述 是 公式 ， 
VSSe(acSaSAV y(yCSA y# OBE y 
AWEE y{t,2> €¥))))- (7.9) 
今后 ， 我 们 把 式 (7.9) WAC ,为 方便 起 见 ， 我 们 也 把 势 
的 三 层 性 原则 记 做 AC(Y )。 


$3 BSS 


在 代数 学 中 ， 有 一 条 著名 的 原则 ， 人 们 称 之 为 佐 恩 (Zorn) 
引 理 Ci Kuratowskil1922) MiZorn(1935)), BARE AAFAA 
数学 ， 而 且 已 应 用 于 许多 数学 分 支 ,近世 代数 的 许多 定理 没有 它 
是 无 法 证 明 的 ， 

定义 7.1 令 c 是 偏 序 集合 (S,R> 的 一 子 集合 《 即 cCS)， 如 
Fic, ROFL, WASH: 如 果 wE SEH F aCe, 
都 有 %Ru， 则 称 4 是 c 的 上 界 ， 如 果 i€E 5S 且 不 存在 %*E5, 使 得 {RR%， 
WK ES HRA I. 

优 思 引 理 ” 令 4S,R> 是 一 偏 序 集合 ， 如 果 S 的 每 一 链 都 有 一 
上 界 ， 那 么 S 有 一 极 大 元 ， 

证 明 令 《S,R) 满 足 引 理 的 前 提 ， 并 且 ， 对 于 集合 S， 我 们 
使 用 良 序 定 理 ， 就 给 出 $ 的 一 良 序 4S， 扫 ,现在 我 们 按 这 一 良 序 
结构 超 穷 递 归 地 定义 一 函数 ， 

f:S>{0,0}, 
1, YVO(bESAb<a/ f(b) =1->bRa), 
flay={ 

0, HE WH. 

(7.10) 
据 / 我 们 定义 集合 c 如 下 ， 
ce 一 telzaESA 人 ca)=1}。 

WA, Ech- BERM, HEES, RIA: 
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a€cx> Wb(b<a/\ f(b)=1>bRa). (7.11) 
首先 ， 我 们 断定 c 是 一 尺 链 ,对 于 任意 ty Co, a, yES. 
x% 夭 》%， 就 一 定 有 %< ?或 ?< yx 成立 ， 

车 xs5<y， 又 因为 YEc， 所 以 ， 由 OID 即 可 得 ，%Ry, 同 
样 ， 由 y<% 可 得 yRx， 

Hawk, Ate RE, PSAE, RWA- EEREN, 
RIKERE, XR ESKE. 

ETR, DRAH—aCs, a+tEHRa 但是， 对 所 有 8Ee 
都 有 bRAK 因 为 5R1 且 tRa 又 因 尺 为 偏 序 ) .当然 对 于 b<a 和 /(5)=1 
必 有 bRa， 因 此 ， 由 /的 定义 ， 就 有 f (8)=1. 由 (7.11), a€e, 
所 以 有 aRi. 这 是 一 个 矛盾 ， 

事实 上 ， 佐 恩 引 理 也 是 选择 公理 的 等 价 形式 之 一 ， 我 们 称 它 
AREA EX SFC RAC CW. 

定理 7.3 AC(W)-ACC( I). 

证 明 RNG ASKIN TLRMKAR, BA 
xP CRHdom(F)=dom(k). 

fERA—-KAR, $ 

X=({f| fCRAFun(/)}. (7.12) 

首先 ， 我 们 断定 和 在 链 的 并 之 下 是 封闭 的 ， 我 们 来 讨论 偏 序 
集合 (<X, 忆 >， 亦 即 验 证 它 满足 磋 尔 引 理 的 前 提 。 

假定 c 己 基 是 一 包含 关系 的 链 ， 我 们 要 证 Uc EX， 

车 <x,y>E Uc 且 《%x,z>€E Uc, MAS Cc, fr€c, EA <x, 
pre fi, DE fz 由己 是 一 链 ， BACHARACH, 所 以 y=2， 
亦 即 Uc 是 一 函数 ， 另 一 方面 ， 对 于 任 一 i€ Uc， 必 有 一 f， 使 得 
fCREtEf， 因 此 1€ RR， 所 以 UcCR，UcEX, 因 此，Uc 是 链 
c 的 一 上 界 ， 

其 次 ， 和 由 佐 恩 引 理 ， 我 们 有 关 中 一 极 大 元 ， 我 们 断定 FC R 
HdomF=domkR. 

FCR 是 由 FE XX 直接 获得 的 ， 

假定 domF = domR 不 成 立 ， 则 有 一 个 zE domk--domF, 那 
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么 就 有 yE ranR, 即 zRy， 由 此 定义 
Fi =F {{z,y>}. 

由 (7.12), FEX, BSFMRALM FTE. Alt, Mies 
果 成 立 。 

定理 7.2 可 以 说 是 ZFH~ AC > AC( YW) 成 立 ,在 ZF 中 由 AC 
( 置 ) 可 以 推演 出 ACC YW). 

体 恩 引 理 可 以 说 是 ZFI-AC(W)>AC( 观 )， 在 ZF 中 由 良 序 
定理 (AC( WH)) 可 以 推演 出 佐 恩 引 理 成 立 。 


$4 七 条 等 价 性 定理 


选择 公理 以 葵 梅 罗 公 理 而 著名 ， 它 是 1904 年 蔡 梅 罗 在 证 明和 良 
序 定理 时 构造 和 使 用 的 .在 第 六 章 中 我 们 曾 陈述 过 那 条 公理 。 

选择 公理 (形式 再) 对 于 任意 的 非 空 集合 S$， 都 存在 一 个 函数 
f( 称 之 为 对 名 (5) 二 {多} 的 选择 函数 ) ,使 得 对 于 任意 非 空 的 <C 
S, BA: Ja) Ea. 

ACOD 有 时 也 陈述 为 ， 任 由 非 空 集合 AMES, WEE 
一 选择 函数 [/， 使 得 对 于 任 一 x*€ 5S， 都 有 /(%) Cx. 

定理 7.4 ACCH)>~ACCW. 

证 明 由 AC( 下) 对 于 和 任意 集合 S$， 都 有 一 序数 a 使 得 

S={40, @iy ‘sy aspi}, B<a, 
PBR —S Hoty WH wm BA, 
hiS-e, 

Hh, 对 于 5 的 任 一 不 室 子 集合 S,， 我 们 都 可 获得 4 的 一 

不 空子 集合 T1 与 51 相 对 应 ， 亦 即 ， 
T= {8} Sx E Sihla) =B}. 
SARS. RS, HANNE ORD. BH, REXA 
下 ， 对 于 任 一 不 空 的 S,CS， 我 们 都 使 得 1 对 5, 有 定义 ， 并 取 值 为 
FESD = (CNT) 
=} (N {B| Sx € Sel%)=8}). 
显然 (51) CS, WRB, bee VS ACC 
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的 一 个 选择 函数 ， 这 就 获得 了 欲 证 结果 。 
定理 7.5 AC(W)—>AC( 1). 
证 明 已 知 任 一 关系 脏 ， 对 于 任意 %€E dom (R)， 集 合 
S= ty |%Ry} (7.13) 
是 不 空 的 ， 由 此 我 们 作 一 集合 
S={S,|*€dom(R)} 
={{y|*+Ry}|x€dom(R)}. (7.14) 

这 是 由 非 空 集合 组 成 的 一 筷 ， 因 此 由 AC), RAA 
函数 /， 使 得 对 于 任 一 $s， 都 有 f(S:) ES, 

现在 ， 我 们 令 

F={<x,f(S,)>|*Edom(R)}, (7.15) 
由 (7.15), 显然 是 一 函数 ， 并 且 有 
FCR 和 dom((F) = dom(R), 
这 就 获得 了 和 欲 证 结果 ， 
在 第 五 章 § 1 中 我 们 曾经 陈述 了 采样 原则 ， 并 使 用 它 去 理解 
集合 的 势 概念 .采样 原则 的 形式 化 陈述 为 下 述 公式 
Va yEy AØ NN Cav yEy F y> 
yıl y= Ø) 
~> 习 C(CVEXaiEzCEEc) 人 ViGcaisEXGGE27))， 
(7.16) 
今后 ， 我 们 把 式 (7.16) 记 做 AC( )， 

定理 7.6 AC(I)->ACCN). 

证 明 令 集 合 S 满 足 AC(W ) 中 前 提 条 件 ，5 的 每 个 元 都 是 一 
不 空 集合 ， 并 且 S 的 任 二 不 同 元 是 不 交 的 ， 令 已 是 S$ 上 的 一 恒 等 函 
Hr, OREM FER CS, WAH) =. A, E 

ViES(HW)#@). 
FR, 由 AC( I )， 有 一 函数 /，dom(f)=S,， FAVIES(FME 
H(i)) MeEsc=ran(f), MA, ME-iCS, RNA 
iNe=if(@}. 
合 c 就 是 AC(Y ) 中 欲求 的 集合 。 
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定理 7.7 ACCWV)-AC(H). 
证 明 ”对 于 任 一 集合 s， 我 们 令 
T= {{b} xb15 是 S 的 一 非 空子 集合 }， 
那么 ,了 了 的 每 一 元 都 是 非 空 的 ， 而 且 T 的 任何 两 个 不 同 的 元 都 不 
相交 ,因为 
<a, yE C{b} XB) NLE} XB) =b=b’, 
所 以 ，T 满 足 AC(T ) 的 前 提 ， 令 c 是 由 AC(W〉 获 得 的 那 一 集合 ， 
它 与 了 的 每 一 元 的 交 恰 是 一 个 单元 集合 ， 亦 即 
cn({b} Xb) = {5,%>}, 
Rach, MWE, RGS 
f=en UT), 
我 们 证 明 / 是 S 的 一 选择 函数 ,因为 ，j 的 任 一 元 都 是 属于 某 一 人 8} 
xb 的 ， 因 而 对 于 %€5， 它 为 形式 <3,x》。, 对 于 任意 非 空 的 集合 
bCS， 都 有 唯一 的 x*， 使 得 6,x》 E 矿 这 是 因为 nC xb 是 一 
单元 集合 ， 这 个 * 当 然 是 /(2)， 并 且 它 就 是 6 的 一 元 ,这 就 获得 了 
定理 7,8 AC(W)>AC(I). 
证 明 (ARAS, h AC( 而 )， 存 在 一 选择 函数 g， 使 得 
对 于 任意 不 空 集合 4Cs， 都 有 g(x) &%, 我 们 取 定 这 一 函数 g F 
HF 
Go 一 9， 
pri=5p—g(S2), 
5 一 5 一 Ug(Sa)， 当 为 极限 序数 时 ， 


因为 对 于 任意 序数 Bl，B,， 若 有 Bi 天 Be， 则 Sp 于 Sss， 并 上 Sg 
一 So+ 恰 有 一 个 元 素 ， 所 以 总 存在 一 序数 w， 使 得 S*= 好 ,假定 不 
然 ， 就 有 On 到 S 的 一 双 射 的 函数 /， 满 足 ， 
f(B)=2(Sa), 
那么 f-!:S->On， ran(f~')=O0n ,但 是 ,由 替换 公理 ,5 是 一 集合 ， 
ran( 广 站 S) 一 ran( 广 0) 也 应 是 一 集合 ,这 与 On 为 一 真 类 相 矛 盾 ， 
这 就 获得 了 有 一 序数 <， 使 得 S。 = 名 ,我 们 取 满足 这 一 性 质 的 最 小 
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序数 为 x"， 而 x 和 /就 是 AC( 下 ) 中 所 要 求 的 与 六 因此 ， 和 欲 证 结果 
BOIL. 

定理 7.9 AC(H)--ACCY). 

证 明 对 于 任意 的 集合 s，?y， 由 AC( 旱 )， 存 在 二 序数 ww， 有 
和 一 对 一 的 函数 /， 8s 使 得 

zE xJ Eel f =z), (7.17) 
zE ye HERO =z) (7.18) 
由 (7.17 我 们 有 4 =2, 7.19) RNA y= 8 .由 序数 的 
三 歧 性 和 基数 的 性 质 ， 我 人 有 
放生 一 性 

三 者 中 恰 有 一 个 成 立 ， 

定理 7.10 AC(V)~AC(Y). 

定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 

到 现在 为 止 ， 我 们 已 经 陈述 了 选择 公理 的 八 种 形式 ， 对 于 形 
式 [一 出 ， 我 们 已 经 在 ZF 系 统 中 证 明了 如 下 的 草 涵 式 成 立 

Ci) I>, (定理 ?7.1) 

(2) I>V, (定理 7.6) 

(3) 有 一 到，〈 定 理 7.7) 

C4) Wh, 《定理 ?7,8) 

(5) 下 一 YY， 《定理 7 ,9) 

(6) Wl, “定理 7.5) 

(7) I>, (定理 7.4) 

(8) W-> I, (定理 7.3) 

(9) V>W, (ERJ 

(10) ”下 一 WW， (定理 7.2) 

(11) VW. (定理 7.10) 

为 了 醒目 起 见 ， 我 们 用 图 7 IBS ERAR. 

事实 上 ， 仅 从 等 价 角 度 看 ， 有 儿 条 连 线 是 不 必要 的 .不 过 为 
了 加 深 对 八 种 形式 间 关 系 的 理解 ， 我 们 还 是 保留 了 这 些 连 线 . 

应 再 次 着 重 说 明 ， 上 述 十 一 条 定理 都 是 在 ZF 公理 系统 中 证 明 
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7.1 选择 公理 等 价 式 的 联系 图 
的 ， 不 使 用 ZF 公理 ， 上 述 定 理 是 不 能 得 到 的 。 


§5 AC 的 三 项 推论 


这 里 我 们 给 出 三 个 命题 ， 它 们 在 ZFC 中 都 是 可 证 的 ， 而 在 
ZF 中 是 不 可 证 明 的 ， 并 且 这 些 命题 都 是 数学 工作 者 所 熟知 的 ， 
在 数学 的 论证 中 人 们 也 经 常 使 用 它们 ， 


1。 连 续 函 数 的 两 个 等 价 性 定义 


关于 连续 函数 的 两 个 常见 的 等 价 定义 在 无 AC 时 是 不 等 价 的 ， 
实 函 数 上 的 连续 性 ,在 通常 的 微 积分 教科 书 中 ,有 下 述 两 个 定义 : 

C1) 函数 /在 点 Yo 叫做 连续 的 ， 如 果 对 于 任意 的 正 数 e， 都 
有 正 数 9, 使 得 对 于 一 切 y, |e - 40] < 之 6 时 ,总 有 | fC%) - Co KE 

C2) 函数 /在 点 加 叫做 连续 的 ， 如 果 对 于 收敛 于 yo 的 任何 
序列 xy， Mag e Nay o's HARE fx), f(x2),%, fC Ha) vt 
WAFA). 

(1 ) 称 为 连续 函数 的 区 域 型 定义 ,( 2 ) 称 为 连续 函数 的 序列 
型 的 定义 。 

现在 ,我 们 来 考察 从 ( 2 ) 推 演出 ( 1 ) 的 证 明 , 设 /在 (2〉 的 意 
OP Fatt ,假定 /在 (1 ) 意 义 下 于 点 % 不 连续 ， 则 有 E>, 
使 得 对 于 任意 的 6>0， 区 间 Crd, xot) 内 必 有 一 些 点 x(6)， 
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A f(x0) — fC x(d)) | Se. =n HASH 一 46. WE 
E — aln), Era, RAT ro AEM 1, voy os 
Say oy 但 是 ， 对 于 一 切 这 样 的 % ， 都 有 | (40) - flr] Se, 
所 以 ， 这 就 矛盾 于 /在 © 意义 下 于 xo 连 续 的 假设 ,所 以 由 ( 2) 
可 得 ( 1 )， 

现在 ， 我 们 来 分 析 一 下 上 述 证 明 。 问 题 在 于 同时 适合 于 两 个 
条 件 |xo~ #8) | COG | fue) ~ f(x(0)) | 之 2 的 点 x(0) 是 否 存 在 。 
依照 通常 观点 ， 并 不 说 明 可 以 实际 地 提取 出 这 样 点 并 构成 序列 的 
原则 。 当 然 ， 这 样 的 点 的 集合 若是 空 的 ， 则 不 可 能 选择 出 这 样 的 
Hix, 来 。 所 以 ， 函 数 j 在 〈1 ) 的 意义 下 于 点 4o 不 连续 的 假设 , 仅 
是 说 明 对 于 某 一 >0 及 对 于 任意 的 6, 在 区 间 (%o 一 6，xo+6) 内 使 
得 | f(xo) 一 f(%) | 之 e 成 立 的 那些 点 是 非 空 的 集合 。 从 非 空 的 集合 

M,=M(6,) 

的 序列 过 渡 到 存在 x, EM, 的 序列 的 过 程 ， 一 般 来 说 ， 这 要 用 到 
AC. 从 每 一 个 M,， 选 取 一 点 ， 记 作 *。 .这 样 ， 即 可 完成 从 ( 2 ) 到 
(1) 的 证 明 。 

从 (1 ) 推 演 ( 2 ) 的 证 明 是 无 需 使 用 AC 的 ， 


2. 存在 勒 贝 格 不 可 测 的 一 实数 集合 


令 M) 表示 实数 集合 * 的 勒 贝 格 《Lebesgue ) 测度 ， 众 
FAM, A 有 可 数 加 的 性 质 ,. 即 ， 对 于 任意 %E@，4, 为 可 测 集 
A, Hn, mea, n#m,AnAn=S, M 


MAY (An|n Eo } = EM Aa) 
RED 


可 测 性 及 测度 对 于 一 对 一 的 映射 是 不 变换 的 ， 并 且 对 于 任意 
HK Alla, b), .HU ([4,0])=b-a。 
MFR, DPRK, y, RiEX-KAR: 
«Ry tix- y 是 有 理 数 ， 
显然 ， 关 系 R 是 等 价 的 ,对 于 任意 的 xE [0,1]， 令 


* 182° 


Or(x)={y|yRx}, 
显然 ， 对 于 每 一 x*E C0,1)， 有 Og(x) 才 多， 上 且 
Or(%)#Or(y)>Or(x) NOR y= DB. 

所 以 ， 由 采样 原则 ,可 取 采 样 集合 MCO,1) ,并 且 对 于 每 一 
xE [50,1] ， 存 在 唯一 的 y EM 和 唯一 的 一 个 有 理 数 >”， 使 得 “= 
yt MRM TEAR Rr, RNS 

M,={y+r|y EM}, 
RAR BLRES RAY RS SHARES HRS, BD 
R=U {M,|r 是 一 有 理 数 }。 (7.19) 

ILE, BANTAM EM BAT MA. 

Be, MRw(M)=0, HR 7.19 可 得 .MN( 统 )=0， 而 
这 是 不 可 能 的 ,其 次 ,CCM)>0 也 是 不 可 能 的 ,因为 ,这 是 列 涵 着 

7(00,13)2.4(U{M,|r€ 2 H0<7<1} 
=r (Myr). 
(0SrS1)ArE? (7.20) 

FER 7.20) 的 左边 等 于 1， 而 右边 可 以 是 任意 大 的 实数 ， 
这 样 ， 我 们 就 获得 了 MM 是 勒 贝 格 不 可 测 的 。 

在 上 述 证 明 中 ， 关 键 的 步骤 是 使 用 采样 原则 即 选 择 公理 去 获 
BEAM. 


3。 依 赖 选择 原则 


在 第 四 章 我 们 介绍 了 依赖 选择 原则 ， 即 ， 如 果 R 是 集合 S 上 
的 一 关系 ,使 得 对 于 每 一 xE5, 都 有 一 y ES,R(X,y)， 那 么 在 5 中 
就 有 一 序列 
Gos Ais Gry "9 Any Aaris 9 (7.21) 
使 得 
aoRai, aRdr y, GnRAn+1y 人 (7 22) 
BG AL. « 
现在 ， 我 们 从 AC (CH) 出 发 ， 来 证 明 依赖 选择 原则 。 令 *= 
f1a(R)， 并 且 令 RR 满足 依赖 选择 原则 的 前 提 , 仅 需 证 明 当 K 非 自 反 
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时 的 情形 .此 时 ， 显 然 存在 一 序数 c( 并 且 @<c) 和 co 上 一 -函数 g， 满 
足下 式 
yEs 当 且 仅 当 38Eaw(7y= 一 g(8))， (7.23) 
我 们 定义 函数 1 如 下 ， 
f(0)= g0), 
f(nt1)=glbyRCf(n), gy). 
其 中 by 为 满足 条 件 RCf(m)，g(y )) 的 最 小 自然 数 7y， 令 4; = 
了 (让 ,出 此 ， 我 们 就 获得 了 
Aoshi, Bey °*'y Bay Ansty “9 


这 一 序列 满足 式 (7 ,22)， 这 就 获得 了 欲 证 结果 ， 


$6 决定 性 公理 


在 对 策 论 的 研究 中 ， 人 们 发 现 了 一 些 很 有 趣 的 对 策 ， 例 如 ， 
对 于 ww 上 的 每 一 子 集合 S$， 与 它 相关 的 二 人 对 策 Gs 定义 如 下 ， 
局 中 人 工 ， 工 相继 取 任 意 的 自然 数 。 

lL: do a, az s, Any 《对 于 任意 mn CO, Ha, Ea), 

I: bo biu b2, s ba | OF FER n Co, Hb, co), 

BR, labodi bi ORM — Ae: oao To t o. MR 
RRA ES, WIR, BUT. 

对 于 1 的 一 策略 f 意 指 一 函数 , 它 的 定义 域 为 自然 数 集合 , 取 
值 也 为 自然 数 ,一 策略 /在 G* 中 叫做 对 1 为 必 胜 的 ， 如 果 工 接 / 取 
值 ， Blan = f (Dor Ba-1) 5 AH b0s sbn- E O, Ebo ba-1 C0), 
则 I as BE» SRA) HY ER 工 的 必 胜 策略 。 

对 策 G 叫做 决定 的 ,如 果 I 或 二 有 必 胜 策略 。 

决定 性 公理 ( 记 做 AD) 对 于 每 一 集合 scof+ o,Gs 都 是 决定 的 ， 

这 一 公理 同 AC 在 多 辑 上 是 相互 冲突 的 ， 

定理 7.11 如 果 AC 成 立 , 则 存在 一 集合 SC。m 1 %， 使 得 Gs 是 
非 决 定 的 ， 

证 明 由 AC 成 立 ， 可 以 令 R, BE SN 的 一 无 穷 基 
数 ,用 超 穷 递归 ， 对 于 每 一 6 之 A\， 我 们 构造 集合 %。，ya。， 使 得 ， 
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XoC#, CHS a P 
PCM yE EY CC", 
Xa Ka, Ya S; 

Xa N ya 一 他) 


并 且 使 得 4 一 凯 _%。 是 不 决定 的 ， 因 为 策略 数目 是 OD, © 


fal@<o,) 是 所 有 的 策略 的 一 个 故 举 。 令 <<or， 并 且 假 定 对 于 所 
AMBE, RECENT, ya MR 是 极限 序数 ， 那 么 就 令 


f= sre vom Ue 


hi Re =A +1, RANT re yea 如 下 ， 所 有 序列 fb, T= 
《qosbo,t1,b1,… ) 的 集合 有 基数 2*， ， 其 中 每 一 序列 是 由 这 样 的 一 
策略 而 获得 的 ， 每 一 策略 都 是 1 使 用 对 策 fs， 了 任意 取 b0,b1,…。 
策略 的 数目 就 是 1 的 各 步 取 任意 的 所 有 可 能 的 序列 即 < bo, bi, 
ba > 的 数目 .这 样 ， 就 存在 着 8€ Of @ RE b= babi) 
使 得 feb] x (因为 ，xp 三 B<<%.) ， 我 们 选择 最 小 的 这 样 的 5 
(在 由 AC 所 获得 的 01@ 的 良 序 下 )， HAS ysn ye { falb, 
ET +， 类 们 地 存在 azEr[0,1]， 使 得 有 Jela, LI Even, RP fa 
.373 是 工 玩 c 和 开 使 用 策略 fo 所 得 到 的 游戏 ， 我 们 选择 最 小 的 
Beha 〈 同 样 在 @f+o 的 上 述 良 序 下 )， 并 且 令 wor 一 Xp 
{f pLa, Dy. 
最 后 当 我 们 令 4=U sa 时 ,我 们 就 获得 一 个 非 决定 的 对 策 ， 


因为 每 一 对 策 / 都 是 fs 之 一 ， 并 且 就 获得 了 对 于 在 对 策 Gs 中 ， 每 
一 个 局 人 都 没有 必 胜 策 略 ， 

在 这 个 定理 的 证 明 中 ， 需 要 用 到 @f @ 是 良 序 的 ， 且 由 AC 才 
有 or 使 得 2*“， = or， 这 都 是 AC 的 推论 .Cs 是 非 决定 的 就 是 说 AD 不 
成 立 , 这 就 断定 了 ; ZF+ ACI IAD. 


$7 ZF + AD 的 两 条 定理 
在 ZF + AD 之 下 某 些 弱 的 选择 公理 成 立 。 
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定理 7.12 BZF+AD WMERHRSRAHS—TRRS 
有 一 选择 函数 ， 

证 明 如 果 s=(yasyt>， 是 有 玖 的 不 空子 集合 的 一 可 数 得 
那么 有 一 选择 函数 ,因为 ， 如 果 局 中 人 1 a =<a0,a1,42,°*)» 
而 局 中 人 开 使 用 8 一 (ob02 >, WARTE LAFE O E ra 
的 情况 时 取胜 ， 在 这 一 对 策 中 局 中 人 I 就 没有 取胜 的 策略 ， 因 为 
一 且 工 玩 co, 工 就 能 够 容易 好玩 5 而 使 得 5 E%o。, 所 以 , I RAM 
EKRE, 并 且 我 们 定义 s 上 一 选择 函数 g， 令 g(x:) 是 下 使 用 
f 在 对 抗 玩 Cn,0,0,0,…) 时 玩 的 b， 

选择 公理 的 上 述 弱 形式 有 两 条 重要 的 结论 ， 其 一 是 说 ，w' 是 
正则 基数 ， 其 二 是 说 ， 勤 贝 格 测度 有 可 加 性 。 

下 述 定理 是 值得 注意 的 。 

定理 7.13 车 ZEF+AD 成 立 , 则 实数 的 每 一 集合 都 是 勤 贝 格 
可 测 的 。 

这 一 定理 的 证 明 ， 留 给 读者 作为 练习 。 

定理 7.11 和 7.。13 告 诉 我 们 在 ZE 中 AC 与 AD 是 互相 矛盾 的 。 近 
年 来 ， 集 合 论 学 者 在 ZF +AD 中 作 了 许多 有 趣 的 研究 ， 获 得 一 批 
值得 重视 的 结果 . 正 因为 如 此 ， 对 AC 的 进一步 研究 就 具有 更 大 的 
现实 意义 了 。 


§8 选择 公理 的 几 种 弱 形 式 


贝尔 纳 斯 〈 Bernays )、 塔 斯 基 〈Tarski )、 库 拉 托 夫 斯 基 
(Kuratowski), RMA (Halpern) ME (Jech) SAH 
细 地 研究 了 选择 公理 的 各 种 弱 形 式 , 并 且 证 明了 它们 在 ZE 中 是 不 
可 证 明 的 ， 在 ZFC 是 可 证 的 ,而 ZF 加 上 它们 中 任何 一 条 都 不 
能 推演 选择 公理 。 同 时 也 揭示 了 这 些 较 弱 的 选择 公理 在 各 自 的 应 
用 都 是 不 可 缺少 的 .我 们 挑选 其 中 几 条 重要 的 列举 如 下 ， 

1。 次序 原则 〈 简 记 做 OP)， 每 一 集合 都 是 能 够 被 线 序 的 。 

2. HFa 个 元 素 集合 做 的 选择 ( 简 记 作 C.) ， 对 于 任 一 具 w 
个 元 素 的 集合 组 成 的 簇 3S《〈 即 若 xES， 则 Y 恰 有 2 个 元 素 ), 都 有 一 
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MBS, BALES Mis) Ex, 

3。 对 于 有 穷 集 合 修 的 选择 〈 简 记 做 ACF7， 对 于 任 一 有 穷 的 
BABS 〈 即 若 *ES， 则 % 为 一 有 穷 集 合 )， 都 有 一 函数 / ， 使 得 
HxrES, Mf (s) Ex. 

4。 序 扩充 原则 ( 简 记 做 OEP)， 任 一 集合 5 的 每 一 偏 序 都 能 
够 被 扩充 到 S 的 一 线 序 RRA). 

5。 挑 选 原则 ( 简 记 做 SP)， 对 于 每 一 集合 乌 S$， 它 的 任 一 元 
至 少 有 两 个 元 素 ， 都 存在 一 函数 /， 使 得 对 于 S 中 任 一 元 x， 都 有 
{WADA 是 x 的 一 真子 集 。 

6，。ACW， 对 于 任 一 良 序 集合 ， 选 择 公理 成 立 。 

7。 素 理想 定理 HICK PIT )。 每 一 布尔 代数 都 有 一 素 理 
想 ， 

上 述 1 一 7 都 是 AC 的 推论 ,并 且 人 们 已 经 证 明 在 ZF 中 有 下 述 
Si Me AS” fom BRD» 

PIT+AC, SPAC, OPAC, ACWAC, 

QP-4SP, SP-»PIT, PITSP, ACW+opP, 

OP-20EP, OEP-4PIT, OP-»ACW, C2ACF, 

ACW~ACF, 


PIT \ 
SP 7 


RNB RIL BAR. 加 

8. ACK, 为 基数 ， 不 空 集合 每 一 赃 x 使 得 * 一 zx， 且 * 有 一 选 
择 函数 。 

9. Wrs 每 一 无 穷 集合 都 有 一 可 数 子 集合 ， 

10。DC。，# 为 一 基数 ， 若 $ 为 不 空 集合 ，R 为 二 元 关系 使 得 
对 于 每 一 <k 和 S 的 元 素 的 每 一 序列 a=《xo18<c2( 其 中 yeES)， 
都 存在 y ES 满足 4Ry， 那么 存在 一 函数 六 xz 一 S， 使 得 ,对 于 每 一 
a<x, (fl@)Rf(@). 

BR, DCs, 即 第 四 章 § 8 中 引进 的 依赖 选择 原则 (有 时 为 方 


+ 187 - 


oP—>ACF—>C, e 


便 起 见 简写 为 DC) 。 
11。P。， 对 于 每 一 图 G， 如 果 G 的 每 一 有 穷 子 图 都 %- 可 着 色 
则 G 是 m- 可 着 色 的 。 

人 们 已 经 证 明 下 述 命题 是 在 ZF 中 可 证 的 ， 

PIT->P, 《对 于 每 一 #€ 0)。 

Pri>P,, Pr>C,, Co>P2. 

P,>PIT, 
VKAC. \ 

C 


的 


- 


A DC+>ACy, >W pgo 
Npc,, 
这 些 命题 的 证 明 有 些 是 不 难 的 ， 有 些 是 相当 困难 的 ， 凡 是 关 
于 “-»" 即 不 蕴涵 的 证 明 都 比较 复杂 ， 甚 至 要 运用 我 们 将 在 第 十 章 
中 痢 述 的 方法 ， 因 此 ， 上 述 命 题 的 证 明 可 以 作为 练习 ， 读 者 自己 
建立 它们 的 证 明 ， 也 可 会 考 [52]， 
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7.1 证 明定 理 7.10， 

7.2 MAC CW) 证 明 : 对 于 任 一 集合 S, 孝 存在 一 序数 0， 
KSAH. 

7.3 STRESH—H, AMATAR SEM, eRUYTA 
一 %，Y 属 于 了 当 且 仅 当 Y% 的 每 一 有 穷 子 集合 都 属于 了 。 

图 基 (Tukey) 引 理 ， 令 了 是 集合 的 一 不 空 颖 .如 果 7 了 有 有 穷 
性 质 ， 那 么 就 有 一 极 大 元 (这 里 极 大 是 指 关 于 己 而 言 的 )。 

iia), 图 基 引 理 与 AC 是 等 价 的 。 

7.4 证 明定 理 7,10。 

7.5 证 明定 理 7,13， 

7.6 在 ZFC 中 证 明 Wao 
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第 八 章 ”ZF 语言 中 公式 的 层次 


本 章 主 要 是 为 下 边 两 章 的 论证 提供 方法 ， 同 时 这 些 方法 在 公 
理 集合 论 的 其 它 领 域 和 递归 论 中 都 有 广泛 的 应 用 ， 


$1 ARAA 


定义 8.1 RNAAMWE LARKACOMP: 

(1) UTERET, y, 45y, Cv MELD ps 

(2) FABL PHAH, M LABEL; 

(3) BA, BELoPARK, WW CA>B), (AAB), (AVB), 
(A<>B) REL; 

(4) ACs) EEF, s BAM) 中 自由 出 现 的 变 元 并 
且 y 是 一 变 元 ， 则 35E yA4(4)，Vx EyA(l%) MED: 

(5) 过: 中 公式 都 是 经 《1 ) 一 (4) 在 有 穷 步 内 获得 的 。 

例 8.1 ARV y ExVzE aly EzVy=sVe€ y) FED HR 
们 知道 此 公式 刻 划 了 集合 * 的 E 连 接 性 。 

例 8.2 公式 VYyExYVzEy(zE%) FDP, CAUTE? 
的 传递 性 。 

8.3 公式 VzEx(zEy) ELF, CRIABRACHARER 
合 y 中 。 

由 例 8,1 一 83， 我 们 可 以 看 型 2 F 的 公式 是 很 重要 的 ， 本 书 
中 已 引进 的 许多 重要 概念 都 是 可 用 其 中 的 公式 表达 的 。 为 了 今后 
引用 的 便利 ， 我 们 冰 列 出 二 十 二 条 用 江 , 中 公式 所 表达 的 概念 , 关 
系 与 运算 。 

E, y 二 Ux 可 用 开 o 中 下 述 公 式 表 达 : 

Ya Eyan E ale En) AVC hE NN € yd 0 

E: Ow), sF, WAC TESA E: 


> 189° 


Vv EsVzEyeEn AV yEsYzExlyEVz=yVz& y» 
E; SHE, x= SHUALCOPPRARRE: 
VYzEY(C =z). 
E， AFORA RAN, =ni AE F RAAR: 
VIECENGEVDAVyErI Eny =i). 
E 相对 补 z=%- 二 y 可 用 完 o 中 下 述 公式 表达 ， 
VteetexA En AVEC UE VT>UES), 
E y=nuni Poo PRARE: 
Var € yar Gai Var Emad A Vea Esa E pA Vita Xs 
(zsEy). 
E, yen Ne Doh PRORRE: 
Var€ yar En An © Ha) AVE mi an EX Ey). 
Es lims), +R ERA cop TRAAK A: 
Onn Wx eal(ye AV yy Esiz Ealy Es), 
E, sucis, y) 表示 y 是 * 的 后 继 ， 这 可 用 一 。 中 下 述 公式 表 


Va€ ylaCaVaawA Ve EN2E ALE ye 
Ey Succt%)，% 是 一 后 继 序数 ， 这 可 以 用 一 。 中 下 述 公式 表 
达 ， 
On AV yEaly=O VAzZE xSuclz,%)) 
En 好 EyY 可 以 用 并 o 中 下 述 公 式 表达 ， 
Ayexly=O). 
Er Fli), s 是 最 小 的 无 穷 序 数 ， 这 可 以 用 DP PRS 
ARE: 
Onla Alima) AS EsAN ye xy #0-Succ(y)), 
He, RNA 
s=04-—>F]il(x). 
Fis z=ix,y}, HMS PTEARRK A: 
wCzA\y CeNVtert=xVi=yeo 
Eu z=, y> Ayn 
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Va Exla= {a} Va= {a yPA ta} Ez 
Adix, y} Ez, 
LAH = {HARV we ale=saAx€n E, asde 外 由 
Eis 中 给 出 的 Do PARRAK, {x} Ez 由 公式 zs3€z(z4 二 {4} ) 表 
达 ， 等 等 ， 这 样 ， 就 可 获得 王 , 中 一 表达 z= 二 <%,y) 的 公式 。 
Es Ordpr(4)， 表 示 % 是 一 有 序 对 ， 它 可 用 已 中 下 述 公式 
表达 ， 
Jz € X32 € HH zs E z1 Bz E 2 C23 s247) e 
Ee Rea), HAVE-KA, CHACOPPRARRE: 
Vy €xordpr(y). 
En yEUx，y 是 % 的 并 的 元 索 ， 它 可 以 用 王 o 中 下 述 公式 
表达 ， 
FIsE wy Erz). 
Es yEUUs, 可 用 二 ,中 下 述 公 式 表达 ， 
IFEXI2Et(YyE2), 
E Fun(x)，* 为 一 函数 ，、 它 可 以 用 完 o 中 下 述 公式 表达 ， 
Rel AWE CaV Ehz Car EEx zE V x2 Eze 
Vts E x za Cta Y ta za Xm hor EXN LAI, Na E NP%N2 = Kade 
En Cal 当 # 是 有 序 对 时 ， 它 为 + 的 第 一 分 量 ， 否 则 [xD,= 
D Lx]s 当 % 是 一 有 序 对 时 ， 它 为 * 的 第 二 分 量 ， 否 则 [%2]2= 多 , 它 
们 的 表达 如 下 ， 
4 一 [%]Ji< 一 >(Ordpr(%) 人 习 zE Ux(%= <y,2>) 
VC lOrdpr(x)Av=Q)s 
y =CaJo<—> (Ordpr(a) ASz€ U x=, y>) 
VC lOrdpr( A y= Ø}. 
Ex y 一 domx，% 是 一 关系 ，?y 等 于 * 的 定义 域 ， 
y=domx<—>Re(s) A Vai € yan € X32 EC U U zz 
KaD EDA VAERE UL 
Sta E y (h= tab) 
Ez y=rans, 4E — AA, STIRE MERAMF: 
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yrrana+—>Re(a) A Vz € you € + U Uz 
(Czar D EC AWH €45hE UU 
Ha E y= <to gts?) « 
工 和 中 的 公式 是 一 类 很 重要 的 公式 ， 以 后 我 们 还 要 多 次 讨论 
它 和 应 用 它 。 


§2 公式 集合 工 . 与 TI。 


定义 8 .2 

C1) AREAS AS Xo, 

(2) WRA EL PAR, s 在 其 中 自由 出 现 , 则 rA) 
是 工 : 中 公式 ，Vx4(x) EPAR. 

(3) 对 于 任意 的 自然 数 w， 如 果 4(x》 是 五 ;中 公式 ,，% 在 
其 中 自由 出 现 ， 则 Vx4(x) BL PAR, MRA) 是 Do 中 
AR, ERP ARH AO EDAR, REALE 
RBS MARA OBI AH. 

定义 8.5 设 Q 是 ZF 公式 的 任 一 集合 ， 我 们 令 

Q27= {4| 存 在 Q 中 公式 BHEZFI~ A1 B}e 

定理 8 .1 

(1) MRA CT, M EN P., 

C2) MRA, WIA CS. 

HER ” 当 n=0 时 ， 由 定义 8,1 与 38.2 显然 成 立 。 

假定 当 w= 二 时， 定理 成 立 ， 我 们 来 考察 8+ 1 时 的 情形 。 若 4 
在 开 结 ;中 ， 由 定义 4 可 表示 为 形式 3xB(x)， 其 中 Bw) Ue 中 
公式 ,出 归纳 假设 ，1B(x) 在 二 ?$7 中 ， 由 定义 8.1 一 2,V% 1B(%) 
Enz P.-E Ve BO) <> 13xB(x) ,因此 ,我 
(WA laxB(s) MAEN PAR. 

+AU ,中 ，4 可 表示 为 形式 VYxB(xz)， 其 中 B(x) EE 
中 公式 。 由 归纳 假设 ，18B(%) ENR, AE sB 在 Eki 
ih, YEE. Se 1B(x) < 一 > 1YVwxB(x)， 因此 ， 我 们 有 
TABOR AEE kio PAR. 
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由 数学 归纳 法 ， 定 理 得 证 . 

定理 8.2 ”对 于 任意 的 自然 数 2， 如 果 4(2 OF, MM 
yx4(x) 在 HZ Bs MAC) 在 D237 中， 则 3 x4(x) E OFF, 
中 。 

定理 8.2 是 由 定义 与 3.3 直 接 获 得 的 。 

定理 8.5 NFER ARB nm, WR mca, WC, 
I12rC ozr, y2zromz’, rzZrocm?2F, 


证 明 仅 需 证 明 
WFC s (8.1) 
Li CMa tis (8.2) 
HŽ cz! ,; (8.3) 
L CDir. (8.4) 


对 于 式 (8.1)， 当 A 在 Tr 中 时 ， 在 三, 中 必 有 公式 Bw1,…， 
%#a)， 当 % 为 一 偶数 时 ， 满 足 
ZEH Ae V Dre V Xa Xna Bs Xa) 
并 且 令 y 为 不 在 4 中 出 现 的 变 元 ， 我 们 有 
HA Sy V a1 xal Bhs ed NY=Y), 
当 n 为 奇数 时 ， 类 似 地 有 
ZEH Ax Sy V xr Ate Xo Blais ,Xn) AY=Y), 
换言之 ，4 在 5+: 中 。 
对 于 式 (8.2)， 当 4 在 二 5" 中 时 ， 满 足 
ZF Ae Fei Qaka BNL Nn) 
当 n 为 偶数 时 Qs 为 Vy，7 为 奇数 时 ，0, 为 习 . 令 y 为 不 在 4 中 出 现 的 
ET, RNA 
ZEH 4< 一 > VY yI Qala lB En A Y= Y)» 
亦 即 ，4 在 [4, 中 。 
对 于 式 (8,3) 与 (8,4)， 我 们 运用 数学 归纳 法 交替 地 证 明 
之 .显然 ， 当 k= 二 0 时， 二 公式 都 成 立 , 假 定 对 于 任意 自然 数 & 时 ,二 
公式 成 立 , 即 
TZ", cri; (8.5) 
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we LR. (8.6) 
MESAR P, MAAR B(x) ELE, ARANE 
TRAV «eB x) AN (8.6), ARBO WELT P, AM Y BC) 
EN P. SARCHE CEH, WMESARDO HEME F, CAE 
示 为 3xDCx), 由 式 (8.5), DOD E DH, A m sD 在 
Din PAE BRP AWA, RR TRENE. 
定理 8.4 ”对 于 任意 的 自然 数 n0, MRAR 4(w) OF 
H, WILA) PEDR, 如果 公式 BCs) HEN, WV eB 
(x) ETP., 
证 明 AA ACs) EDI h ED PAAR Bate, 
Xn) 使 得 4(w) 可 表示 为 
Ira V v2 Qa aBl atts Kas 
其 中 CO, 依 % 为 偶数 或 奇数 而 为 六 或 习 , 因 为 ， 习 44(2) 为 
Sy V xe Onka BX tigt, 8a), (8.7) 
车 y,z 不 在 式 C.D 中 出 现 ， 则 在 ZF 中 式 (8.7) 等 价 于 
3y E 7y34E33YEzY =<4,40A 
Vina OnteBlH, ig Ande 
显然 ， 式 eD 等 价 于 
yas € y Ix Eras C2 V troat y= <a aA 
B (XX sn)). (8.8) 
因为 x* 与 * 是 由 y 唯 一 决定 的 ，z REACH RE, MRT 
He {ax} Ak, R (8.8) 等 价 于 
yV we Qax Iz E yaw E zax Cal y= Ce eA 
BUG Mist Kado (8.9) 
又 因为 
YELE < 一 > 
Bar € yaa € ys E n AV zE zlzs= ev AxEa2A x Ez 
AW 23 € 22C3= 4 V 23%) ), 
所 以 ， 式 (8.9) WLS HAM, Hk (8,7) Bo HAR. 
定理 的 第 二 部 分 ， 可 由 上 述 结论 与 定理 8.1 直 接 获得 ， 
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定理 8.5 
C1) MRAGRRME DE |. MAABGAVBRELT Hs 
C2) mMRAS BREN H, WAAR, AVB END HR. 
证 明 先 证 qa), 假定 4(X °°" 9X0), Al vig Ya) H oP 
AX, FAA, BY SWRA 
= wor aX As C1, Xn), 
Iy V yr Qayn AXi, Ys) 
WRBA, a V9 ,yb 是 两 两 不 同 的 ,这 样 4VB 就 可 表 
示 为 
SmSyiV tV yo Qatan yo A Nis gin) VY 
Axl Yis ,Yn)), 
因为 Ay 41g ttt Xn dV Aol yay Ya) ELDAR, 日 重复 使 
用 定理 8,4， 即 得 4V B 为 王 红 中 公式 ， 
当 我 们 注意 到 A(x 8a) NAc Yy Yo) FELT AR, 
BAABH RRA 
IB y V wY 22° Oak any al Ail a1 ss Xn) NAL yi 72)) 
时 ， 即 得 4 八 B 在 一 s? 中 。 
(2) 的 证 明 是 容易 的 ， 从 赂 。 
定理 8.6 
CG) WRA) ELZ 中 ， 则 3xE€yA(%x) 和 VxEyAC%) 
WEE H, 
C2) 如 果 4(% 在 Hzz? 中 ， 则 3xEy4(5》 AVE yA) 
a OPES PB 
证 明 先 证 〈1)， 对 此 仅 需 证 VAEy4(x%) 仍 在 La 中 . 施 
归纳 于 自然 数 %，% 二 0 时 显然 ， 假 定 对 于 任意 &,，% 一 时 (1) 成 
立 ， 我 们 仅 需 证 明 n 为 E+ 1 时 成 立 。 
SAWO 在 工程 ,中 ， 这 样 ， 有 BCx ,xD 在 H 和 中 ,使 得 4(2) 
可 表示 为 3%1.B(%, 和 和 1)， 所 以 我 们 有 
YE yAC <> Ve yon Blam). 
我 们 将 要 证 明 
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Vx€ you Bs, HEY wE yx, €2B(4,%1), 
(8.10) 
其 中 z 不 在 Vx EyA(%) 中 出 现 , 因 为 公式 。 
JV HE yDXN1E 2BCXA t) >V aE yam BCs, x) 
是 显然 的 。 现 在 假定 Vx Ey3%.B4%,%1) 成 立 ， 欲 证 VwEy 
Ix €2BCa,*%) 成 立 ， 据 集合 秩 的 概念 的 形式 化 对 于 任 一 
Cy, SRR) 是 有 xi 使 得 B(%,x) 成 立 的 具有 最 小 秩 的 所 
Aa MNES, GRAB re) 成 立时 ， 令 1(%) = 
名, 由 替换 公理 和 并 集合 存在 公理 ， 就 存在 一 集合 ?使 得 
z= U {fE 9}. 
AAV *e you Bae) 成 立 , 所 以 ， 我 们 有 
VAE yom € LB % ,%1) 
成 立 ， 这 就 完成 了 式 8.10) 的 证 明 , 因 为 B(x,%1》 在 HX" 中 ,由 
BRER, Vee you EZB, s) BER 中， 所 以 有 3zV% 
€ yas, €2B(a,e) ÆE L P. HA (8,10)， 有 VEy3%1B 
(4,0) ERI 中， 即 得 Vx Ey4(w) 在 一 经; 中 ， 由 数学 归纳 
法 ， 我 们 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 
(2) 的 证 明 从 上 略 ， 读 者 自己 作为 练习 给 出 它 的 证 明 
定义 8.5 ”对 于 ZF 语言 中 任 一 公式 4， 如 果 4 具 有 下 述 形式 
Oi1%10242°"" Qan B Cki gtt Xn), (8.11) 
其 中 BOn, std 是 忆 o 中 一 公式 ， 并 且 对 于 任 Ri, 1<i<n, 
SOLVES, Or 323, HOEM, Qn 是 Y， 则 我 们 称 4 为 标 
准 形 公式 。 

定理 8,7 对 于 ZF 语言 中 任 一 公式 4， 都 有 一 标准 形 公式 B， 

使 得 
ZE- A<>B, 

证 明 对 于 公式 4， 由 谓词 演算 ， 我 们 先 推出 它 的 前 东 范 式 
4,， 然 后 使 用 定理 8.6， 我 们 可 以 把 4 中 所 有 的 受奖 量 后 移 ， 获 
得 公式 4.， 使 得 4: 可 表示 为 

OimiQeve''OmX mB Mit Xm) a (8.12) 
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HPBO, ,Xm》 为 导 o 中 公式 。 这 时 再 运用 定理 8.4 的 方法 逐步 
把 式 (8.12〉 中 出 现 的 所 有 的 两 相同 的 相 邻 量词 合 二 为 一 ， 即 获 
得 欲 证 结果 。 
例 8.4 公式 EL VY xa E malas EnV 04 € 01) FE PE 
É. 
8.5 公式 VYxEy32lzE%) 不 是 一 标准 形 。 但 是 由 定理 
8.6， 这 一 公式 与 公式 3nwVwE y3sEwulzE€%) 等 值 ， 并且 后 者 是 
一 标准 形 ， 即 
ZFF V #€ yoe(z€ 4) <> SV rE yoz€ uz € %), 
所 以 3dVxyEyasEw(sE 坊 BARVseC ySecCn 的 标准 形 。 


§3 公式 集合 人 3 
定义 8,4 ZFS PARA, MRAM URAHARA 
式 ， 又 可 以 表示 为 TI5sz 中 公式 ， 则 称 4 为 人 全 中 公式 。 
由 定义 8.4， 显 然 我 们 有 入 ?= 二 2*=1f:， 并 且 使 用 定理 
8.3， 对 于 任意 自然 数 % 我 们 有 ， 


HzsrCA3r is (8.13) 
LF cCAžs (8.14) 
TSzUZ3FCA3?，。 (8.15) 


式 (8.15) 是 否 有 真 包含 关系 成 立 呢 ? 我 们 将 指出 结论 是 肯 
定 成 立 的 .也 就 是 说 ， 有 一 公式 4, 它 既 不 在 己 ?' 中 也 不 在 IIs* 中 ， 
但 是 它 既 属于 民有 4, KERTI. 

例 8.6 “s 是 一 有 穷 集合 ” 简 记 做 Ein(x), 它 可 以 用 下 述 公 式 
表达 ， 

afoyax«€ y(Flicy) \Fun(f) ANdomf =n/N\ranf =%), 

(8.16) 
显然 式 (8.16) 是 王 ?? 中 一 公式 ， 另 一 方面 ，Fin(%) 又 可 表达 
Ae 

y f(Fun( f) Adomf= */AranfC@/AOn(ranf) 
~>Succ(ranf)), (8.17) 
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不 难 验证 ， 式 (8.17) 可 表达 为 [I?? 中 一 公式 .这样 ，Fin(%) 就 
EAT R-AK. BRS (Gaiiman 已 经 说 明 Finis) ABT 
中 的 公式 ,也 就 是 说 ， 对 于 %=0 时 ， 式 (8.15) 有 真 包含 关系 式 
成 立 ， 

现在 ， 我 们 已 经 证 明了 图 8.1 一 8,2 成 立 ， 其 中 有 连 线 的 二 集 


AS, 
© 
zF Uy gF 
ZF 
A 1 
Q 
i 
ZF ' 2P 
2E = AYRE 7 NZ 
At 
8.1 n=0 时 的 特殊 情况 图 8.,2 + 之 0 时 的 一 般 情况 


合 , 表 示 上 边 公 式 集合 真 包含 下 边 的 公式 集合 。 
由 图 8,1 一 8.2 可 知 ， 开 ??C+ 人 5"， 并 且 n 之 0 时 ,有 
AZO MPC MEU DAP CATS, 
AZC EZ c FU D CA he 

把 图 8,1 一 8.2 结 合 起 来 ,我 们 就 有 图 8.3, 为 了 书写 简便 ,我 们 
EIZ, Ei, AF OMS BI, Ea An FEEL UT iC 
O. 

图 8.3 把 ZF 语言 中 的 公式 分 成 了 一 个 语法 层次 ， 对 于 任 一 公 
式 4， 必 然 存在 一 最 小 的 自然 数 %， 使 得 4 在 入 ,中 这 时 ， 当 然 4 
在 王 : 中 且 在 I 中 )， 或 者 4 在 Ts 中 而 不 在 于 ,中 ， 或 者 4 在 二 。 中 
而 不 在 NH; 中 ， 这 一 最 小 的 wn 叫 做 4 的 特征 数 ， 并 记 做 2044)， 并 且 
分 别称 之 为 人 : 层 公 式 , [I, 层 公式 或 过; 层 公式 ,例如 Fin(%) ÆA 
BAX 〈 并 且 ， 这 时 我 们 就 不 再 称 它 为 L 层 公式 ， 也 不 再 称 它 
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图 8.3 公式 集合 的 格 链条 
为 十 层 公式 了 ) ry 


§4 可 人 允许 运算 


在 $1 中 ， 我 们 构造 王 ?? 中 公式 时 ， 常 常 出 现 VzEUUs* 或 
IE UU % 等 等 . 这 些 记号 在 使 用 中 很 方便 、 很 简洁 ， 同 时 ,这 些 
记号 又 能 还 原 为 工 ? 中 公式 ， 例 如 3E U Us%4(s) 就 可 写 为 公式 
JE vSu€ tr Eusle). AU Us 是 从 集合 x 两 次 使 用 并 集合 运 
算 的 结果 。 这 就 提供 了 一 种 缩写 的 方法 ， 而 且 也 可 以 看 作 推 广 了 
了 3 中 公式 的 和 概念. 这样， 我 们 有 必要 研究 满足 特殊 条 件 的 运算 
的 受 曾 量词 问题 。 ， 

定义 8.5 ”如果 Sed 是 一 运算 〈 即 对 于 任意 的 集 A 
Rist Nw， 都 有 唯一 的 集合 y， 使 得 y= 二 fly, 4) RI), y= 
fas ELSPA, FAM PSC "中 任意 的 公式 A(x) 
和 任意 的 集合 %1，… te MASE fue XDA) AYES 
(tis ed 44(%)) 为 本 ?中 一 公式 ， 则 称 运 算 fOr xe) 是 可 
允许 的 ， 

由 也 ,与 Eur， 可 知 并 集合 运算 Ux 是 可 人 允许 的 

18.7 对 于 任意 的 集合 v 与 *?， 它 们 的 无 序 对 集合 {x1 ,2} 
是 可 允许 的 ， 

A. HE adm BC PAR, HAM FOIE 
公式 4(x)， 在 ZF 中 有 

Fx E {x Xa} Alx) > Ixl xE {01,42} AAC) 
<—> Alx) V Alx). 
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BPR, ADVA) 是 于 ?中 公式 ， 
例 8.8 ”对 于 任意 集合 %1 与 52:，x1U xz 是 可 允许 的 ， 
因为 一 方面 由 Es，y=x1U x 是 9? 中 公式 ， 另 一 方面 ,对 于 
任 一 己 ?? 中 公式 4(x)， 在 ZF 中 我 们 有 
Sx Exi U wdA(x)<—> r(x Ex UmAACr)) 
Sn (Cx Cai Ve Ex) AAC#)) 
<> Jyll Exi AAC) VO Em /A A(x))) 
Js Em ACe) Vax mA), 
Fy ax Ex, Ala) Vax €x.Ale) 是 工 红 中 公式 ， 从 而 获得 欲 证 
结果 ， 
例 8.9 “ny 是 可 人 允许 的 。 
HE. y= ede DI 中 公式 ， 并 且 不 难 验 证 ， 对 于 任意 
的 王 ?? 中 公式 4(x)， 都 有 
ZEH Ax Egi N eer Er ANAIL € XA(X), 
定理 8.8 对 于 任意 的 运算 f(x)( 且 类 似 地 可 以 有 n 个 变 元 出 
WM), MRy=f(e) ELIPA, HAA ZF zE f(x)>2€y 
RELEE Efl uE ylh EWR E ZEH zE f (x) 一 wnE yt 
EuzeON SS, hes) PW ERER. 
证 明 如 果 ZFF-zE f(x)->zE y， 那 么 对 于 王 ?? 中 任意 的 公 
式 4(z)， 在 ZF 中 我 们 有 
Sz€ fA) Izl E f(x)A\ Alz)) 
> Jel E yAze fw) AAQ)) 
——S7€ y(2€ f(x) AACz)). 
由 前 提 #%= (Co) BOF PA, AME UE, 2€ f(x) 是 DTP 
中 公式 。 从 而 获得 欲 证 结果 ， 
如 果 ZFHFzE (x) 一 4€ yl(z Ew)， 那 么 对 于 一 ?中 任意 的 
公式 4(z)， 在 ZF 中 我 们 有 
DzE fA(z)<— Sez € f(x) A A(z)) 
<> J(u € yz Ga Az€ fix) NA)? 
<> Ju E yazeulz€ fl AACz))0 


- 200 « 


Fah, RMA TKR. 

mE ZEE f(x)->3uE vote ulz2€4), MAM 并 2? 中 
任意 的 公式 4(z)， 在 ZF 中 我 们 有 

Sze flx) Al) 322 € f(x) AA) 

<> A205 E ySteul2C2€ fx) AA) 
<> IE yI ENEE f(x) A A(z)) 

FHI, RIRE TAREE HR. 

定理 8.9 ”如 果 4(y) BOT P-AR, fC) BRA, W 
4(1Co) 在 并 3 中 ， 

WER 施 归 纳 于 公式 4(%) 的 袍 造 , 首 先 ， 如 果 % 不 在 4(y) 中 
出 现 ， 结 果 自 然 成 立 . 其 次 ， 令 :是 不 在 /(x) 中 出 现 的 一 变 元 ， 如 
RA 是 yEz， 则 4A(fCx)) 是 f(x) Ez 并 且 在 ZF 中 有 

fs) Ez2<—> Sn € zu= f(x)). 
由 前 提 3wEx(w 王 f(x)) 是 二 ?7 中 公式 。 如 果 4(y) 是 y 一 ?3， 则 
AC f(s))<—> f(x)=z， 后 者 是 忆 ?? 中 公式 ， 欲 证 结果 成 立 。 
MRA 是 2€E y， 则 A( f(x)) 是 z€E f(x), FARINA 
ZF} 26 f(x)<—> uE f(x) (u=z). 

Hits) 可 允许 ， 有 3 习 wE f(x)(w=2) 是 于 ?? 中 公式 ， 从 而 获得 
了 欲 证 结果 如果 4(y) 是 yEy 或 ?= 一?， 则 前 者 是 wE f(x) 
(ws 二 f(x))， 后 者 等 价 于 f (x) =f), Wie, ARERR. 

如 果 公 式 4(y》 是 3w€ yB(y)， 我 们 可 以 假定 4 不 在 f(x) 中 
出 现 ， 因 此 f(x) 在 4(y) 中 的 代入 是 真正 的 ， 从 而 4(f(x)) 为 
Sue f(x)B(f(x)), 由 归纳 假设 BUONA, Min git 
RRR MRA 是 By) Aly) V Ally) Ally AArly)), 
Ai(y) 一 Az(y) 或 4(0Yy)<>4(7y)， 可 直接 由 归纳 假设 获得 .从 
而 完成 了 定理 8.9 的 证 明 . 

定理 8,10 MESO Sei) 是 可 允许 的 ， 则 f(g(y)) 是 
可 人 允许 的 。 

证 明 由 前 提 f(s =e ELPA, Mit felu 是 
CAR EEI) WERELD 是 二 ?7? 任 一 公式 ， 不 失 一 
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WH, REeRAP OHARA 中 自由 出 现 ， 因 为 fio 是 
可 允许 的 ， 所 以 Sue f(x)4(w) 是 开工 中 公式 ， 由 定理 8.9 就 有 
Sue f(g(y) Ala) 是 二 ?? 中 公式 ,于 是 获得 欲 证 结果 。 
例 8.10 domy (关系 * 的 定义 域 》 是 可 允许 的 由 Ez1，y = 
domx 是 王 ?? 中 公式 ， 并 且 由 于 我 们 有 
ZEH- E domxr— Au ExA2Eu(t Ez), 
于 是 ， 据 定理 8,8， 对 于 王 ?? 中 任意 的 公式 AGC), BA It Edom 
sAN 是 王 ?f 中 公式 ,从 而 domx 是 可 允许 的 。 
类 似 地 ，ranx 也 是 可 允许 的 ， 
例 8.11 但 x 是 可 允许 的 ， 其 中 /是 一 函数 .x 是 任 一 集合 ， 
为 ， 我 们 有 
t= f rY yEtlye JAIE xInuE yAV Euly =z, v>) 
AVyEfVuEyNwEyVa Cuvnewly= 
(21 9222/2, Cx y Et), 
PU, f= ffx PAREHA 
ZEI-4€ fl wt f, 
luk, HE88, fl wal RFA. 


§5 Le PARA th 


首先 ， 我 们 补充 一 些 常用 的 二 ?公式 。 
Es N(x), EHRE, WERA 
On(x) A ls=0V Iy ExSuc( yim) A VIES 
(2=0V Fy €zSucly,z))- 
SRB HAR. NCO 也 可 直接 表达 RE 中 的 < 一 %， 
Ea x(y)， 当 Y* 是 一 函数 时 ， 它 表示 函数 x 在 》 时 的 值 , 否 则 
它 是 0。 
g=x(y)<—>Funl(s)A<y,2>€xV Fun(s)Az=0. 
Ex x0 yl, sti —- KR, yCdome, * 中 那些 第 一 分 量 在 y 
中 的 有 序 对 的 第 二 分 量 所 组 成 的 集合 : 
z=yly] 4> Relx) A Vu E yt Ez 6) Ex) 
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AVtE 23UE yu, D Ex). 
Ez Seq(x)，x 是 一 序列 ， 即 * 是 定义 域 为 一 序数 的 函数 ， 
Seq(w)<—>Fun(x)N\ VyEXY2E VU ys= [yD 
—(On(z)/A\ ViEz(t Edomx))). 
En xXy, 集合 x 与 y 的 笠 氏 积 ， 
5 一 YX yor Yh € 2(Ordpr( t) A Ehli Ex AChE y) 
NN tE bE y(<t2,63? Ez)e 

由 于 us 是 可 允许 的 ， 并 且 一 些 子 公式 ， 如 象 Suc(y,*)， 
On(x)，Fun(x)，Re(x)，Ordpr(x) 和 x,y》Ez 都 是 $1 中 已 给 
出 的 工 , 中 公式 ， 而 domy，[y]， OLERE AIEA, WE, 
上 述 FEzs 一 Ezt 所 指出 的 公式 都 是 一 4 中 公式 ， 它 们 所 表达 的 关系 
或 运算 就 是 于 ?7 可 表达 的 了 ，。 

二 ?7 与 37 公 式 类 是 对 ZF 公式 类 作 分 类 ， 这 种 分 层 、 分 类 的 
方法 常常 是 很 有 用 的 ， 可 以 说 是 一 种 技术 ， 二 ?7 公式 对 于 我 们 讨 
论 某 些 元 数学 问题 起 着 十 分 重要 的 作用 ， 下 节 我 们 将 进一步 给 出 
若干 本 5?， 于 4* 公 式 ， 它 们 都 有 着 十 分 重要 的 元 数学 意义 ， 


$6 元 数学 概念 的 形式 化 


在 第 六 章 中 ， 我 们 已 将 直观 集合 论 进行 了 形式 化 处 理 ， 建 立 
了 ZF 语言 ， 给 出 了 公式 、 公 理 、 推 莹 规则 、 形 式 证 明 和 形式 定 
理 等 元 数学 概念 ， 为 了 研究 集合 论 的 元 数学 问题 ， 我 们 需要 将 这 
些 元 数学 概念 通过 直观 集合 表示 出 来 ， 也 可 以 说 ， 把 每 一 个 形式 
符号 都 对 应 于 确定 的 集合 ， 由 此 把 变 元 、 初 级 公式 、 公 式 等 都 对 
应 于 确定 的 集合 ， 并 且 用 直观 集合 论 作 为 工具 描述 每 一 个 元 数学 
概念 。 当 然 这 些 直观 集合 论 的 内 容 都 是 可 以 通过 ZF 语言 加 以 形 
式 化 的 ， 这 样 ， 也 就 是 说 在 ZF 中 措 述 了 ZF 的 元 数学 。 

我 们 已 经 给 出 了 集合 0,1,2,…… 和 @， 现 在 我 们 令 0,1,2,3， 
4,5,6,7,8 表示 形式 符号 | A, Vere, V, E, =, 
用 9,10,11,… 自 然 数 表示 ZF 形式 语言 中 的 变 元 o wo, Ms 或 者 
说 ， 用 集合 0 一 {0,1,… ,8 } 表示 由 所 有 变 元 组 成 的 集合 N. Db 
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即 沪 一 o--9. 假 定 变 元 v,y 分 别 由 9.10 表 示 ， 公 式 *E y 就 可 以 由 
集合 《7,9,10) 表 示 了 。 由 此 当 堪 表示 变 元 zs，12 表 示 变 元 4 时 ， 集 
BHT ,11,12) 就 表示 公式 zEww。 集 合 (8,12,11) 就 表示 了 公式 4 二 
z， 集 合 (8,11,12) 表 示 了 公式 z=w。 Wit Bit, Yn, moa 
{0,…,8 } 时 ， 集 合 (8，M，W 7 与 集合 47 n,m 分 别 表示 了 公式 
x 二 y 和 xE€y， 有 时 也 称 前 者 为 后 者 的 哥 德 尔 集合 ， 上 述 公 式 中 
的 *,y 是 由 自然 数 %,m 分 别 表 示 的 变 元 。 
由 上 所 述 ， 初 级 公式 对 应 于 直观 集合 的 规则 ， 不 难 验证 任 一 
初级 公式 都 与 下 述 集 合 
Go==17)X(o9)X(o9)U {8} 
x (0-9) xX (0 9) (8.18) 
的 唯一 的 元 相对 应 ， 反 之 ， 集 合 g 的 每 一 元 都 与 唯一 的 初级 公 
式 相对 应 ， 并 且 这 种 对 应 是 在 有 穷 步骤 内 机 械 地 实现 的 ， 
对 于 含有 逻辑 词 的 复合 公式 ， 我 们 施 归 纳 于 公式 的 绪 构 来 建 
立 它们 与 直观 集合 的 对 应 。 例 如 ， 我 们 以 自然 数 xn, meo-o # 
东 变 元 %*，y， 这 时 《7 nm 表示 了 公式 YEy， 同 时 ， 我 们 可 以 
令 
O, Tn mR Ey) 
5,0 Tn n ERASE y); 
<5, T nm RR ay E y)s 
{6,27 n, m> FER sE y), 
COM T n mO RRN yEy); 
<5, 0, 0T nmo Ema Ey): 
LSM 0T n,m ORR y Ey); 
(5m, Bn, O T n mONO RRAN Wry). 
等 等 ， 常 称 这 些 集合 为 相应 公式 的 哥 德 尔 集合 。 由 上 述 例 子 ， 我 
们 不 难 给 出 公式 这 一 元 数学 概念 的 直观 描述 。 
为 了 描述 ZF 公式 这 一 元 数学 概念 ， 我 们 定义 一 函数 g 如 下 ， 
对 于 任意 的 王 有 穷 集合 x( 亦 即 x 和 和 它 的 秩 rnk(x》 都 是 有 穷 的 )， 
gx)=xU {0} XU {1} XtU {2} x 
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U{3} xeu {4} xe {5} xy xx 


{6} XIXE. (8.19) 
由 此 ， 我 们 递归 地 定义 函数 六 4 如 下 ， 

f(O=Ho, 

{ (8.20) 


f(n+1)=g(f(n)). 
YFTE- HRE Se= fk, BR AE HERES. 
一 3 (8.21) 


BRRSCV, SREAHKRA, HLENR-~TLRER-AANS 
德尔 集合 ,反之 , 任 一 ZF 公式 的 哥 德 尔 集合 也 都 在 3 中 . 正 因 这 样 ， 
有 时 我 们 也 称 4 中 元 为 公式 或 ZF 公式 。 

下 面 ， 我 们 把 上 述 直 观 概念 给 以 形式 化 ， 并 把 E NERA 
三 ?公式 。 

Ez y=, YENEL, TURMA CAR. 

Ex y=Su ERMRMBARKRA, TURRAUCTAR. 

Ex SFE-ARRA, BRyCe MURA CT AR. 

E; WSFE-BRRAMA, y= eA ARRADA. 

Es y 一 好 可 以 表示 为 开征 公式。 因为 它 可 以 表示 为 。 

V2E ySn€ @O(2€ Pad NWn eC OV 2E Palsy) 

据 Es:， 不 难 验证 2€ P.Hy= SRA RH LI PAR. 

Ea yE Ry 蚌 一 公式 的 哥 德 尔 集 合 , 即 Sn E20(y EL.) 
tA AS ARH LITAR. 

RAVE AW (2) 表示 公式 z 中 的 所 有 自由 变 元 这 一 集合 ,不 难 
看 出 ， 当 我 们 把 公式 > 理解 为 对 应 的 直观 集合 时 ， 这 就 有 由 集合 z 
到 集合 W(z) 的 一 运算 ， 

类 似 地 ， 我 们 使 用 WW'(z) 表示 公式 z 中 出 现 的 所 有 变 元 的 集 
& AR, RADA z 到 集合 W'(z) 的 一 运算 《他 中 包含 有 = 
的 约束 变 元 ， 故 W(x)CW’(z))。 

HTE, BAWO) Wild) 都 是 下 有 穷 集合 。 

注 记 8,1 对 于 ZE 语言 中 每 -- 公 式 4, 都 有 sz 中 一 集合 〈 即 哥 
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德尔 集合 ) 与 之 对 应 ， 反 之 亦 然 。 今 后 ， 为 了 书写 方便 起 见 ， 我 
们 用 Z(4) 宕 示 4 的 哥 德 尔 集合 ,由 此 ， 对 于 ZF 中 任 一 公式 4， 都 
有 2(A)EB. 同 样 ， 有 ELA(x))，@(A(y)), 和 @ (A( Yi p En) 
等 表示 方法 ,它们 都 是 # 的 元 素 ， 反 之 ， 对 于 有 中 任 一 元 S$S， 有 时 
我 们 也 用 符号 -1!(S》 表 示 相 应 的 ZF 公式 。 

Ex 2€%Ay=W2) 可 以 表示 为 王 ?" 公 式 ， 这 是 因为 它 可 
以 写 做 ， 

2E PASSE ulu=FxY AFnn(f)AVYA EY A 

Vx CCF CLT , 1 %2>) = fCX8, 41, ¥2>) = (1,42 } A 

VyEEVYy :ESC FO yD Hf ALCL 19 ¥2?) 

=fCyUSCydALCK2, yi y= fy) U f(y:) 

NECS 91992) = OVD UF ya Af 4, M19 p29) 

=(f(y)U JY A VV ECV MEK (5,%, yi) 

= f6, x,y) =f yD) x AYE f). 

Ex 2z€@Avy=W' (2) WARRA DETAR. ARARE 
的 表示 中 有 关 量 词 的 部 分 改 为 

FCS ey =f Kb, x, yr) =f 

就 可 以 了 ， 也 就 是 量词 的 相应 变 元 仍 在 结果 集合 中 ， 

不 难看 出 ，zE，z 描 述 一 形式 命题 当 且 仅 当 W(z) =D. 

定义 8,6 S268, MEY, BLA Sulz,xi,%2) RRE 
EWID 时 , 则 Su(z,%1,Xz) 为 在 集合 中 * 的 每 一 自由 出 现 都 闪 
换 为 集合 。 或 变 元 %z 所 获得 结果 ; 若 %1 EW a), SU, XX2) = 20 

Es 2€&AmEK Ay =Sulz 41,2) 可 以 表示 为 LI" 公 
式 。 其 中 x? 为 任 一 给 定 集合 ,这 是 因为 

If Enu= EXI XK X ENESA Sx CV = ,%1, XY 
> fz, X1, 82) =7 , %2, 4D) A =L], gtd f Ew) = 
C7 yy a>) A (2 = 6B Ni NO (2, X1 p82) =B, 29H) A268 Hy 41? 
f (25812) 6B ADNA B CPCS 60,210 > fs My 42) = 
fla, tis ADA BA E EIRE EL= 1, 21, 23> f(z, Xis %2) 一 
1, fC Kiya y fOrs rg 2) >) N GEZ pki > f(z Mi Ma) = 
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C29 fs vio%2), fer, 1g %2)>) A (263,215,229 > f(z, M1, X2) = 
(34 f (215 %15%2)5 Ff Ceag N19 %2)>) A (24,2152 > f(xy Xis 2) = 
C4 yf (Brg Kiya) yf Cea M2) ABC PAKES (265,421) 
Ax AXA Nx far, iy 2) = 65, X, fla, Wis HA (z= 
Es DA mK MEM f (25 Mg 2) = 46 Myf Cary Hi pH DIA 
(41 € We) f (2, xixa) =2)/A y= f(z,x1 ,x2)). 
定义 8.7 WFERWZCS, ES, RNS 
Sb(z,%) =Su(z,%,%)- 

Es 2€&AnEXK Ay=Sbhz,y) 可 以 表示 为 CZ AR. 
(由 Ess 及 定义 8.7， 这 是 显然 的 )。 

我 们 可 以 推广 定义 8,6， 令 xzE FB, ty wn y Yo 为 4 个 不 同 
BÆT, i, Uz e, Unn 个 集合 ， 定 义 集合 Su G, fis mH, 
Hoy tas …3 Xay Ua) AGB UREA TOM, oy Sa DHA 
集合 或 变 元 41，…，44: 的 结果 。 

TIR, Htr, p, en CH WY, Suzy istis Xzytbis os Vas 
ta Mite, HAM, wa +, Unal 1, vay co, Xah, 
它 仍 为 集合 z. 显 然 不 管 怎样 ， 当 yb ty YEN, thy ry Had 
任意 集合 ， 且 yi=o，…， yee ORAM, MA 

Sulz, Sip %13 ey U23 o's Xans Un) 
ALTAR. 

今后 ， 我 们 令 .有 表示 ZF 公 理 系 统 的 哥 德 尔 集 合 ， 显 然 .有 是 
一 无 穷 集合 ， 并 且 有 .2 CE. 

Es 2 一 .天 可 以 表示 为 工 生 公式 。 

不 难看 出 ， 对 于 任意 的 mn，m€E% Antém BAS m,<6,n, 
<0,《7,n,14))》) 表 示 空 集合 存在 公理 , 当 mp，mn 在 YY 中 取 与 上 述 不 
同 值 时 ， 虽 然 相 应 的 集合 是 不 同 的 ， 它 所 对 应 的 公式 也 是 不 同 
的 ， 然 而 它们 所 表达 的 含义 即 存 在 空 集合 是 相同 的 这样， 可 以 
有 无 穷 多 个 集合 都 表达 空 集合 存在 公理 ， 类 似 地 ， 外 延 公理 ， 无 
旁 公 理 等 也 都 是 这 样 的 ， 当 然 这 里 的 无 穷 多 个 集合 表示 同一 公式 
的 情况 ， 不 是 实质 性 的 ， 作 相应 规定 时 可 以 变 成 有 穷 集 合 ,然而 ， 
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分 离 公 理 模式 与 蔡 换 公理 模式 仍 为 无 穷 集 合 ， 现 在 我 们 分 别 用 
xi， %2，…，%10 表 示 ZEC 的 十 条 公理 所 对 应 的 集合 。 

Be, yor OMES TUERA Ce 公式 ， 为 书写 简 

EER, + 
finem, k)=<8, n, 6m3, 6k AT Rn 
《7 kom? >, (8,590) D0 

由 此 就 获得 了 公式 y= 的 下 述 表示 ， 

VuE YNnEN ImEH SREY (nemAntkAmERA 

= fn mkR)ANVnEY N MES NEE nFmAnétka 

meR>AUE yu= fn mb)), 

KHA, DERRER, yan NERAST. 

Bm, y=x (SRSA WURA ECAA: 

Vue YINnEV ImEY (nmAu= faln ,mm)) A 

VnEX YmEY (nFm>InE yu=frln,m)). 

其 中 fw,m) =(6,,<5,00,<0,47, m,n>>>>, I, RAT 获得 
yy 二 %2 为 二 ?中 公式 了 。 

类 似 地 可 以 作为 练习 去 获得 y= 二 x。( 无 序 对 集合 存在 公理 )， 
y=r (BRAAD, y= rs (并 集合 公理 ) ,y= 二 xa( 无 穷 公 理 )， 
Y = Ya 《正则 公理 )， Y= 10 (选择 公理 》 WALT pan. 对 分 
离 公 理 、 蔡 换 公理 ， 现 在 分 别 给 出 它们 的 王 生 公式 表示 如 下 ， 

B=, you GARAM 可 以 表示 为 下 述 公 式 ， 

Vx EC PVNEK YmEF NEREY (n#=mAm#ERA 

NER>AUE yu=feln,m, kx AV UE yan ek 

InEVIEY SREY (ntm/\m#tkA\n#kAs= 
faln,m,k,x)), 
FEB fetm, ka) =<6 460,654, 66,844,467 Rm, 615<7 Ry 
m, Suls, k)???» 

E, y=r (替换 公理 〉 可 以 表示 为 下 述 公式 ， 

Vue vax PAR CH DRE (alkis Br) 

A= fkRiyg Rts QI AV BEC PVR EK iy VR EX 
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(InChis spr) > Ba yu= fC, “hi, X) 
Hin(ki, +, kD Aki, kEWWO 5 ktk; G 1<i<7, 
1<j<7, BIED NOAA. f(b, kia) WER 

<3, 6, kiC5, Ras <La% <6, ks, 635%" ,C8 kss ka>>> >), 

<6 ksp (5 hCG6, hes C4,<7, Ros hs) <5, kil1s<7, kiska)» 

x” 
这 里 x’ =Sul4%,h2,ks), x" =Sul x, kis krik2, ka). 由 此 ， 可 获得 
yaar Ce PAR., BELRARAE,, RRR TER. 

为 了 在 ZF 中 形式 化 ZF 的 证 明 与 定理 等 概念 ， 我 们 需要 把 有 
关 “ 项 ”、“ 项 1! 对 于 变 元 x 在 公式 4(x) 的 出 现 是 自由 的 "等 概念 给 
以 直观 描述 。 

首先 ， 关 于 项 的 概念 ， 由 定义 6.1 项 的 归纳 定义 ， 我 们 按 归 
纳 法 给 出 直观 描述 ， 对 于 变 元 的 情况 如 前 所 述 ， 已 经 用 集合 给 出 
了 直观 描述 ， 对 于 已 定义 的 集合 ， 在 ZF 中 它们 都 是 通 过 公式 定 
义 的 ， 例 如 空 集合 名 是 由 公式 3xV y( ly Ex) 定义 的 ,为 了 一 致 
起 见 ， 我 们 仍 用 定义 已 知 集合 的 相应 公式 的 对 应 集合 ( 即 2 中 元 ) 
来 描述 已 知 集 合 . 对 于 任意 的 ww 目 运 算 玉 和 已 知 项 和 ，…，t。, 由 归 
纳 法 ,我们 假设 已 经 给 出 了 项 妨 ，…，t;: 的 直观 描述 ， 相 应 的 哥 德 
尔 集合 不 妨 假 定 为 省，…， 妈 .而 运算 下 是 由 某 一 ZF 公式 定义 的 。 
PI, PCs) 是 由 公式 Vel Eye Vta Ert Er) 定义 的 。 
Ux 是 由 公式 VzQE ye Sete xAzes)) 定义 的 ,因此 ， 我 们 
WELEHE G, t) 的 公式 的 哥 德 尔 集合 x 就 称 为 这 一 运算 
的 哥 德 尔 集合 ， 这 样 ， 项 (#1,… ,ts》 的 哥 德 尔 集合 就 定义 为 

Su(Xaxiofis'" 5 Mall) 

AG =EUNY%, BR, CECH. HK, RNA 

Es 令 擅 一 项 ,@'(t) 为 项 {的 哥 德 尔 集合 ,y=4' HOA 以 
表示 为 CUA. 

其 次 ， 关 于 “项 ! 对 于 变 元 x 在 公式 4C%) 中 的 出 现 是 自由 的 ” 
这 一 元 数学 概念 ,我 们 知道 ， 当 4(*) 中 所 有 约束 变 元 都 不 在 上 中 
出 现时 ， 自 然 就 有 + 上 对 于 Yy 在 4(*) 中 是 自由 的 。 亦 即 ( 玖 (0x) 一 
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W(x) NW! 4) =O RIC RIE T ERIC BCE A AY TE h pE 
T. BR, X-RAP URAACT' AR, RELA 

Eo SyA—BR, tA—-W, “项 ! 对 于 变 元 x 在 公式 y 中 的 
出 现 是 自由 的 ”(《 记 做 Fly,%,f)) EUR 观 地 描述 的 并 且 可 以 
表示 为 忆 ?? 公 式 。 

定义 8.8 ”对 应 于 ZF 演算 的 三 条 推演 规则 ， 我 们 定义 了 上 的 
三 个 关系 如 下 ， 

《1) HF, m, VES, RNENL=ERRKRRAs 
Ril Sis £2983) HHA 4 v2= <3, 01,490 
HAZ, WEERMY.yYCS, KR 
Ri 41963 5%, y>, y) 
总 是 成 立 的 ， 反 之 亦 然 ， 
《2) 对 于 x1，%2z€ZF， 我 们 定义 二 元 关系 RR 为， 

Rx) 当 生 仪 当 有 Xo,，X3EBNnE ,ng W(xo)， 

NnEW(lxs) BHE xr=l3, Xos, %2==63,%0,<6 N, 23>. 
(3) ”对 %1,xz€@， 我 们 定义 二 元 关系 民 : 为 ， 

Rl Xi, X2) 4 AM 4 A x0, VEE, nEF, né W(x), 
NEW (x3) HA %1= <3 yay Kory H2= (3, 5,083) V0). 

下 述 三 个 结论 是 不 难 验证 的 ， 建 议 读者 给 予 验证 ， 

Ea Ri€ x15 ¥25%3) WWRARNA UTAH. 

Eaz R(%1,%2) WURAA OTA. 

Eas Rs (x, %2) WWRAA UTAH. 

令 多 表示 由 第 六 章 8$ 4 中 给 出 的 集合 论 演算 的 逻辑 公理 的 哥 
PRES MAR, HR, GCS, FEES, s 表示 菜 一 
逻辑 公理 。 类 似 于 Es 的 证 明 过 程 ， 不 难 获 得 下 述 结果 : 

Eu z 二 人 可 以 表示 为 并? 公式 。 

定义 8,9 HFE—nEo, m, -, mee, W RHFET 
ft, 1<t<n, MA PRR R 

(1) MET 

(2) Es: 
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(3) FIRE EAR: (titr) 成立 8 

(4) Bi<h, ERR: Ct) RES 

(5) 有 f<% ERR: (4,01) 成 立 ， 
则 称 w 元 有 序 组 Cw，…,%*s) 描 述 了 ZFC 的 一 形式 征明, 令 y=《xi， 
…,%a》>， 这 时 也 称 y 为 .中 关于 x 的 形式 证 明 。 

定义 8.10 ”对 于 任 一 集合 y, 如 果 存 在 %E0@，%1,*' ES, 
使 得 y=《%4，,…,%a)， 并 且 y 是 .8 中 关于 %。 的 一 形式 证 明 ，、 则 称 y 
AT 中 一 形式 证 明 。 

对 于 任 一 x*€ 加 ， 如 果 有 x1、 kn 合 y 一 《Xi 40H 
.中 关于 和 的 形式 证 明 ， 且 x 为 *。， 则 称 % 为 中 一 形式 定 理 ， 
亦 即 ZFC 的 一 形式 定理 的 哥 德 尔 集合 。 

Es WEHE—-ARMn, 1<i<n, MES, 47%, H ye 
Cary ary “是 :FS 中 -~ 形式 证 明 ” 并 记 做 pf CF ,nx,y) ,这 时 ， 
pi( ,ns%,y)》 可 以 表示 为 汪 ?? 公 式 。 

Es 对 于 任意 %€8 ,x 是 .中 一 形式 定理 "并 记 做 .7 aO), 
这 时 .2 (x) 可 以 表示 为 王 1* AA. 

也 与 Eee 的 证 明 从 略 ， 建 议 读者 作为 练习 自己 给 出 证 明 。 
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8.1 RER: y= P(x) 可 表示 为 11?? 公 式 。 
8.2 证 明定 理 8.5(2)、 
8.3 证 明定 理 8.6(2)。 
8.4 设 王 ?7 公式 4 为 
Om E yiQoxs E yor Onxn€ YaB, 

并 且 B 中 无 任何 量词 (包括 受 辕 量词) 出现， 我 们 就 称 4 为 E 
AREA. RIE, 任 一 于 0 公式 C， 部 有 二 37? 前 束 范 式 4， 使 得 
ZF- C<—A, 

8.5 IEM Eise 
8.6 RHE Eses 
8-7 试 证 明 : ACNFP. 
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8.8 ize. GCHATI2* +. 
8.9 REA: CHEN’. 
8.10 SAC ALR“ FT (@) 可 良 序 的 ?， 试 证 明 ，ACo 在 人 5 P. 
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第 九 章 AC ,GCH 相 对 ZF 的 协调 性 


本 章 的 目的 是 建立 哥 德 尔 的 相对 协调 性 定理 ， 如 果 ZF 是 协 
调 的 ， 那 么 ZF + AC + GCH 仍然 是 协调 的 .证 明 的 方法 是 这 样 的 ， 
首先 借助 序数 的 性 质 和 哥 德 尔 给 出 的 八 个 基本 运算 建立 办 的 一 子 
XL §1—4) ,其 次 ， 证 明 ， 如 果 ZF 是 协调 的 ， 则 ZF 的 任 一 公理 
4， 都 有 ZEH hi, 其 中 4 是 4 对 于 上 的 相对 ， 也 就 是 说 ，4i 在 上 中 
是 成 立 的 。 在 一 种 弱 的 意义 下 也 称 了 上 是 ZE 的 一 个 模型 〈8 5 一 6)， 
第 三 ， 我 们 证 明 可 构成 公理 克 = 世 在 世 中 是 成 立 的 《8 7 一 9) .最 
后 ， 我 们 证 明 ZFH V=L->ACAGCH (§10—11). KH, WE 
ZEF 是 协调 的 ， 则 有 HZF + AC + GCHA L 睹 ZF+V=L+AC 
+GCH. 因 此 ，ZF + AC+ GCH 就 一 定 是 协调 的 . 8 12 给 出 了 上 的 
男 一 种 定义 。 

类 上 的 构造 过 程 是 直观 的 、 清 晰 的 和 严谨 的 ， 相 应 的 证 明 也 
是 严谨 的 ， 本 章 所 讨论 的 方法 是 哥 德 尔 1938 年 开创 的 。 近 五 十 年 
来 ， 在 集合 论 的 发 展 中 起 着 巨大 的 作用 ， 因 此 ， 掌 握 本 童 陈述 的 
方法 应 当 是 学 习 本 章 的 主要 目的 之 一 。 


§ 1 序数 平面 及 配对 函数 


回顾 式 (3.4)， 不 难 理解 它 是 一 个 @ 平面 ， 在 那里 我 们 也 给 
了 集合 ox0 的 一 种 良 序 关系 ， 当 我 们 把 式 G.) 一 起 逆 时 针 旋 
LTE, RAT MP RBS ABR. 

在 图 9,1 中 ， 任 一 格子 点 都 表示 自然 数 的 一 有 序 对 ， 反 之 ， 
对 于 任意 的 自然 数 i。，;， 有 序 对 4t， 分 表示 一 相对 应 的 格子 点 ， 
纵 坐 标 轴 、 横 坐标 轴 上 的 点 都 代表 自然 数 ， 从 原点 取 0 开 始 ，o 平 
LOS TATU ABRAHAM. CREB PRCA 
指出 ，%X o@ 与 0 之 间 有 一 双 射 函数 ， 习 题 3,1 具体 地 指出 了 @xo 
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《00》 ¢1,0) 《6, 0》 x 


图 9.1 外 平面 的 表示 法 


与 6 的 双 射 函数 J， 这 一 函数 与 9X@ 上 的 下 述 良 序 关系 R 是 相对 
应 的 ， 亦 即 对 于 任意 的 自然 数 凡 1，R，Mm， 关 系 玉 的 定义 如 下 
<i, DR kım = max { i,j } <max {km} 
V (max { i,j } =max {km} At, DR <k m), 
(9.1) 
其 中 性 ,站 RCh,10) 二 i 人 kV GRAj <m, HAREE ox oy 
一 良 序 关系 。 
对 于 任意 的 自然 数 k，m， 我 们 定义 配对 函数 /1 如 下 
filksm)=Sup{ fii, p) |FE@AFEOASE, PRR mM}. 
(9.2) 
可 以 证 明 ，VREoOVEoO( 广 (RD) =J(R,m)). 3.10 
指出 ， 存 在 自然 数 的 一 对 一 的 函数 到 , 工 ,使 得 对 于 任 一 自然 数 2 
都 有 
fike, L(2)) =z. 
也 就 是 ， 对 于 任意 的 自然 数 v，y，2 4hilew=2, BNE 
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K(s) =%, 
L@)=y 
成 立 ， 


为 了 形象 直观 ， 如 图 9,2 我 们 给 出 @ 平 面 上 集合 ?7x7 中 各 格子 
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图 9.2 户 对 @ 平 面 格 子 点 的 部 分 枚 举 


点 标 上 按 户 配 以 的 自然 数 。 从 这 些 数 的 增长 规律 ， 可 以 看 出 这 一 
枚 举 是 由 原点 开始 配 以 数 0， 然 后 在 坐标 点 40,1>，《1*0> 与 人 1,1> 
上 顺序 配 以 数 1,2,3, 一 般 地 ， 当 坐标 点 《2 配 以 数 fiinn) 之 
后 ， 接 着 在 点 0, +17 配 以 数 (+1)2 CB finn) +1). BZ, 
依次 在 点 (1,w+1>，《〈2,%+1> 直 至 点 (4+1,0> 上 逐一 配 数 ， 紧 
BRE An +1,0>, +1,1>, 以 至 点 人 +1%+17 上 逐一 配 
数 ， 相 继 配 数 的 过 程 中 总 是 作 加 1 运算 。 这 一 配 数 的 过 程 总 是 走 方 
格 前 过 程 ， 沿 方 框 的 边 逐 一 扩大 的 过 程 。 


°216- 


对 于 集合 (0+2)X (8.2)， 为 了 形象 直观 起 见 ， 我 们 也 可 以 
建立 相应 的 坐标 系 ， 把 它 理 解 为 一 个 %.2 平 面 9.3). 


J 
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| 
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图 9.3 已 .2 平面 坐标 系 


首先 ， 我 们 把 式 OD 定义 的 关系 扩充 到 @:2 平 面 上 ,使 
FAR ((@*2) x (@，2))*， 并 且 对 于 任意 的 。，j，k，mE92 都 有 
Ci, RE, m= (Max { 4,7} <Max{k,m})V 
(Max {7,7} =Max {km} )A<i, I RCR,m>, 

(9.3) 
HP PRR =I<kVG=RAj<m), BRRAERBE 
(o'2) X (0@,2》 上 的 息 序 关系 ， 由 式 (9。3〉 定 义 的 良 序 关系 民 ， 
我 们 做 一 序数 函数 ， 对 于 任意 的 £，m E02， 令 
falk,m) =Sup { fai, [FEO 2A7 EV 2A 
li DRC kem) } 。 (9.4) 
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不 难看 出 ， 式 9.4) 定义 的 配对 函数 户 是 式 9.2) 定义 的 
函数 f ER, CNEB REN, j 上 取 同 样 的 值 。 亦 即 f= 
Jit (@x@), 因 此，f: 在 。XxXw@ 上 的 枚 举 过 程 不 重复 了 . 现在 我 们 来 
考察 函数 户 在 复合 〈ov.2) x (0.2) 一 oOXow 上 的 枚 举 值 设想 在 枚 
举 完 9Xo 后 的 第 一 步 由 式 9.3) 恰好 是 点 《0,o7， 而 这 以 前 它 
给 出 自然 数值 ， 虽 然 随 着 Max { m,n } 的 增 大 而 增 大 ， 但 永远 达 
不 到 序数 o， 在 无 穷 步 之 后 的 第 一 步 即 点 40,@7 恰 好 是 序数 @， 即 
户 (0,o) =@. 随 后 ,又 开始 了 类 似 于 图 9.2 的 过 程 。/s(1,o)=or+rtl， 
f2(2,0) =@+2，…， 对 于 任意 自然 数 n, BH fr(n,@) = 二 @ +%, 这 
一 过 程 也 可 以 继续 下 去 并 且 它 是 由 一 个 无 穷 步骤 所 组 成 . 在 实 
现 了 这 一 过 程 之 后 ， 第 一 步 是 给 出 40,0》 时 的 值 ， 因 此 ，f2(%， 
0)=@m +@， 并 且 f2C(@,1) 二 (60:2)+1，f2(0,2) =(@*2) +2,", 
对 于 任意 的 自然 数 %， 就 有 f2(@,n) =(O-2) +n. 这 一 过 程 也 可 以 
继续 下 去 ， 并 且 它 是 由 一 个 无 穷 步 又 所 组 成 。 实 现 了 这 过 程 之 后 
第 一 步 是 给 出 <@,8> 时 的 值 ， 因 此 ，f:(0,0) 一 23， 第 二 步 是 给 
出 《0,8+1> AOE, Ob BY f2(0,9+1)=(@93) +1. f(1,0+1)= 


y 


lo -4)+2 lw B43 an “u.s loa + 
(w+ 4)+1 外 . ie see eee) Ge 


a3 we4 
@e2 ee 
® w+2 elo. 3)+3 ` 


e wti elw.3)+2 
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9.4 BR fio F MHS 
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(093) + 2， 对 于 任意 的 自然 数 %， 就 有 f2(n,o+1)=2(@e3) + 
(p+1)。 直 至 f2(@,@+1) =004, iG, fa(0+1,0)=(0°4) +1, 
f:0+1,1)= (0.4) +2， 对 于 任意 自然 数 ， 就 有 户 (o + 1， 似 一 
(O*4)+(m+1) HR f:(@+1, @)=a+5, f: (@+1, @+1)= 
(+5) + 1 下 一 步 是 给 出 点 0,@+ 2> BYTE, BIL f2(0,@ + 2) = (a5) 
+2, 一 般 说 来 ， 对 于 任意 的 自然 数 , £200, O+n) = (oe (2n +1)) 
+nÆHf:(@+m, 0)=(@ On 十 1)) +m 
对 于 集合 (0-2) x (0.2) 中 的 任 一 元 素 ， 配 对 函数 户 取 值 总 
是 具有 形式 
Caen) +m, (9.5) 
Hipn, mEo, X (9.5) PEO 的 元 素 ， 并 且 对 于 o 的 任 一 元 
Hx, PAn, mo, HABx=(@n)tm A (9.5) BA (8.3) 
是 一 致 的 ， 
当 我 们 再 次 扩大 上 述 平面 ， 例 如 把 它 扩 大 为 (@*3) 平面 时 ， 
就 把 式 〈9,3) PELMKARAY (a2) x (0.2) 扩充 到 (@.3) 
x (093) HR, WHER NZ, js k, mCO3, RA 
<i p> Rkm = (max {i,j} <max {kmp V 
(max {7,7 } =(max { kmp Ni DRR ım); 


(9.6) 
Bi, PRkym> SiLRVI=kRA j Cm AR, RIR 是 @"3 平 
BLA RAR TEE RRR iF: 
fs(kym)=Sup { fs(k,m) |i Ea 3A jE 
NGD ym }, (9.7) 
于 是 我 们 有 
户 = f0). (9.8) 


因为 我 们 对 户 已 作 了 详细 地 考察 ， 所 以 我 们 为 了 考察 配对 函 
数 记 ， 仅 需 考察 函数 户 在 集合 (6.3)X (0:3) +( O92) x (0:2) 
上 的 枚 举 值 。 我 们 已 经 指出 f ERE (@.2)x(0.2) 时 ， 总 是 
取 为 式 (9.5) 的 值 。 并 且 在 户 依次 枚 举 2*2 平面 上 的 点 时 ， 如 
上 指出 ， 这 需要 作 一 系列 无 穷 步骤 之 后 才能 完成 对 (@*2)X(o'2) 
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HR, Soe RE Se a BR 0,0-2>, HPAL 
GRAS 0,0°2)=0, f1,0°2)=0? +1, f9(2,0°2)=07 +2, 
一 般 地 对 于 任意 的 自然 数 w。， BA fs(n,O2)=O' tn, ARE 
一 个 无 穷 步 又 之 后 ， 我 们 有 

f3(@,@°2)=07 +0, 

fs(@+1, @:2)=0?+o+1, — 

fs @+n,@92)=0? +o0+n, 
等 等 ， 我 们 的 枚 举 过 程 总 是 在 完成 一 个 无 穷 步 又 之 后 ， 又 从 新 的 
起 点 开始 一 步 一 步 枚 举 ， 然 后 又 需要 去 完成 一 个 新 的 无 穷 步骤， 
并 走 上 新 的 起 点 ， 如 此 继续 下 去 ， 不 难看 出 f: 的 下 述 取 值 是 正确 
的 ， 其 中 % 为 任意 自然 数 。 

Fs(@-2,0)=@'? +02, 

fs(@-2,1)=0?+@+2+1, 

f2(@-2, n)=0+ 02+ 

J:(0.:2,0)=0 +03, 

J:(0°2, Q@@)=@'+O+4, 

Jf:(0,0°2+1)=0°+0.4+1, 

Jn, 0:2 +1) =O? +@+4+(n+1), 

f3(@,0+24+1)=0? +065, 

[(O+n, Or2+1) =O +O5+n, 

[3(@°2,@92+1)=@7 +06, 

fO24+1,0)=@? +6+1, 

fs(Oo2+1,n) =O? + 064+ (n+1), 

fs(@°24+1,0)=0°+0°7, 

f(O-24+1,@+n)H=O8+O7 +n, 

fs(@241, 002) =a +068, 

fsOo24+1,@e2+1) =o? +O8+1, 

{3 0,0+24+2)=@’? + 08+2, 

f3(@,0+2+2)=0? + 0.9, 

一 般 地 ， 对 于 任意 的 %E o， 我 们 有 
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f0, 02 +) =O? + ed + 2, 
fs(@e24+2,0) =O? +O+(4n+2) +0. 
这 样 ， 对 于 (@+3) X(@+3)+-( O92) X(@-2) 中 任意 的 元 素 ， 
都 有 %,mE@， 使 得 fs 在 此 点 取 形 式 为 
O+antm (9.9) 

HE. SEM UPR, RAR, Ri 及 相应 的 配对 函数 也 
做 进一步 扩充 时 ， 才 能 枚 举 比 式 (9.9) 更 大 的 序数 ， 

依照 上 述 对 于 序数 平面 和 它 的 配对 函数 的 讨论 ， 对 于 任意 的 
序数 c， 我 们 都 可 以 引进 e 平 面 及 其 配对 函数 的 概念 。 甚 至 我 们 可 
以 引进 On 平面 及 其 配对 函数 的 概念 。 首 先 把 良 序 关 系 尺 扩充 到 
On 平面 上 。 事 实 上 这 是 定义 5,8 中 给 出 的 关系 尺 ， 换 句 话说 ， 式 
(9.6) 给 出 的 关系 是 定义 5,8 中 定义 的 关系 R 在 (O03) X (@:3) 
上 的 限制 ， 这 样 ， 对 于 任意 的 序数 <?，hB， 我 们 可 以 定义 相应 于 
的 序数 运算 p (配对 函数 ) 如 下 ， 
pla,B)=Sup{p(x,y)|%EOnA\y € On/A <x, y RE,B>}.(9.10) 

由 上 所 述 ， 我 们 有 fs= 办 (8*3) x (8*3)， 

Hist (9.10)， 可 以 获得 ， 对 于 任意 的 序数 0,B,Y,6， 都 有 
pe, BKP 当 且 仅 当 maxt{e,B} 过 
max{¥, ð} Rmax{e, 8} =max{?,0} 

He<vate=VYHB<6. 
Hit, RNA 
E (earl) +a 


yemax{ as 


4a<p, 
p, B) =) 2+1)+a+B 
248 


yemaxta, fs} <M 


关于 运算 Pp， 下 述 性 质 是 不 难 证 明 的 ， 
C1) 对 于 任意 的 序数 y， 都 有 序数 vc,8， 使 得 
y= p(a,B). 
(2) 存在 运算 与 82， 使 得 对 于 任意 的 序数 4,8,7?， 当 7= 
pa, BR A 
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k,(Y) =a, 
RAY) =B. 
C3) 对 于 任意 的 序数 ,8， 有 
a<p(a,B); BLH, B) 
(4) 对 于 任意 的 序数 c ,6， 有 
P(@,8) <0 (max{a,B}e2+1) + max{a, 8} +2, 
¥<max{e, f} 
<(max{a,6}+2+1)(max{a,8} +1). 
(5) 对 于 任意 的 序数 c， 我 们 有 
ki(0) <a, 
k2,(@) <a, 
(6) FFE Re, Bb, EaR, ki(e)=k (B). 
(7) FEF Be,8, (Me B Ake) =h2(B). 
(8) 对 于 任意 的 序数 ,8， 我 们 有 
ax B>k,(@)#R(B)V R20) #k2( 8). 
等 价 地 说 ， 我 们 有 
Ri(0)=R(B)A RAG)= kB)—0=, 


$2 序数 平面 上 的 九 层 楼 


现在 考察 类 9 X On:?， 这 一 类 可 以 看 作 是 序数 平面 On? 即 On x 
On 上 九 层 楼 ， 我 们 来 定义 9 x On? 上 的 下 述 关 系 S 如 下 ， 
对 于 任意 的 序数 1 j aB, Yid, i<9, j<9, 
<ia, BSK 9,7, O= (2, BRY, OV 
ca, B> =P, O Ni<j. (9.11) 
容易 证 明 ， 关 系 3 是 9xOn? 上 的 一 良 序 关系 ,由 这 一 良 序 关 
系 , 我 们 定义 序数 运算 J 如 下 :对 于 任意 的 ?<9，x,8EOn， 令 
J,a, B) = Supi] (x, yz)1%<9A 人 
ye OnAz€ On/<x, y,29SKi,@,B>}. (9.12) 
式 (9.11) 定义 的 关系 是 在 定义 5,8 中 给 出 On 的 关系 RR 的 基 
而 上 给 出 的 三 元 组 的 关系 ， 直 观 地 说 ， 对 于 九 层 楼 中 任 二 格子 点 
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<ia BEGY, EMESTH BRK BE GB A PER <a, B> 
与 <?,0) 在 RR 之 下 的 次 序 ， 如 果 有 《x,B>RKY,60) RI, KAR Bs 
BWK, DOSY ORA, RAE, B =Y ORI 
时 ， 才 需 考察 * 与 /一 者 的 次 序 ， 小 者 所 对 应 的 三 元 组 在 5 之 下 在 
W, KEER. d,a, D 依据 关系 S 定 义 的 序数 运算 J 在 枚 举 三 元 
组 时 是 完全 相应 地 给 出 的 ,直观 说 ， 好 像 一 个 人 在 序数 平面 On 
上 依照 尺 前进， 每 走 一 步 是 走 在 一 个 阁 子 点 《8&,B》> 上 ， 这 时 立刻 
从 这 一 点 ke,B> 〈 可 以 看 作 就 是 (0,&,8>) 开始 ， 然 后 一 步 一 层 地 
REABE 〈 从 底层 向 上 走 八 层 )， 再 立刻 返回 原 地 〈 即 底层 的 
点 0,c,8>)， 返 回 过 程 中 不 计 步 数 ， 继 续 在 平面 0n? 上 走 下 一 个 
格子 点 人 op8>， 再 从 0,w,8> 出 发 ， 一 步 一 层 地 息 上 九 层 楼 。 亦 
即 首先 是 0， 然 后 依次 是 1,2,3,4,5,6,7 直至 8 为 最 后 一 层 再 返回 
原 地 ， 走 平面 上 的 下 一 点 ， 如 此 等 等 ， 在 上 楼 时 ， 每 走 一 步 函 数 
J 都 加 上 1， 下 楼 时 不 计 步 数 ，. 不 作 任 何 运 算 ， 
现在 ， 我 们 在 0n? 上 定义 九 个 画 数 7 Jo JAF: 
Ji(a,B)= (i,0,8), (9.13) 
HHo<i<s8, a, BEO ZAARA EARE. 
定理 9.1 F ġe% ranj]: EAH, BMA iA, ranJ:N 
ran 一 她， 并 且 它 们 的 并 ， 亦 即 〈ranyo) U- U e (ran/s) = 
On 
由 于 S 是 良 序 关系 及 式 (9.12) 与 〈9.13 )， 定 理 显然 成 立 ， 
TEAR AH. 
对 于 任意 的 序数 :过 9，a,8， 都 有 
Ji(0,B)=9° pe, B) +3, (9.14) 
其 中 p 的 定义 是 由 式 (9.10) 给 出 的 ,“+ ”与 “，"” 分 别 为 定义 2.17 与 
定义 2.21 的 序数 加 法 乘法 ， 由 此 我 们 有 
Qe x peed tains 


yemaXxXia, 


4e<p, 
J:a, B= > x (241) taR) i 
f B} 


y<maxX-ia, ETELA 
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由 /的 定义 ， 对 于 任意 的 序数 y， 都 有 三 元 组 4i,c,8> 使 得 
v= J(1,2,8), 
Hipi<9, @€On, BCOn. AK RASTER kik, EB 
Ro J (4,@,B8))=1, 
ki J(4,¢,8)) =a, 
ka J (4,@,8))=B. 


例 9.1 

J0( 0,0) =0, kof 0)=0, 

J:(0,0)=1, Ao(1)=1, 

J2(0,0)=2, k(2)=2, 

J3(0,0)=3, hol 3) =3, 

J.(0,0)=4, kof 4) =4, 

Js(0,0)=5, ku 5) =5, 

J:(0,0)=6, kol 6) =6, 

7:(0,0)=7, ho(7)=7, 

J:(0,0)=8, ko( 8)=8, 

Jo(0,1)=9, ko( 9) =0, 

J1€0,1)=10, ko(10)=1, 

J200,1)=11, ko(11)=2, 

J3(0,1)=12, ko( 12) =3, 

J:(0,1)=13, ko( 13) =4, 

J5(O,1)=14, ko( 14) =5, 

J«(0,1)=15, ko( 15) =6, 

J1(0,1)=16, ko( 16) =7, 

J(0,1)=17, ko( 17) =8, 

Jo(1,1)=18, ko(18)=0. 

定理 9.2 对 于 任意 的 序数 4 ,8 和 ;<9， 我 们 有 

max {@,B}<J;(a,B), (9.15) 
max{@,B}<J;(@,B), 1>0, (9.16) 
hi(@) <a, k,(@)<a, (9.17) 
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ki(@) <a, k(@)<a, “edranJo. (9.18) 
证 明 
令 Max{fo,B8}=y， 这 样 ， 由 式 (9,11) 5 (9.12) 我 们 
有 
¥<J0(0,Y)<J.(a@,B), 
并 且 由 式 9.14), RA 
J@,B)<Ji(a,B), Hi0. 
由 此 ， 我 们 获得 了 式 (9.15) 与 式 (9.16) KU. AM, WR 
式 (9.17) 与 式 (9,18) RE. 
定理 9.3 对 于 任意 的 序数 w ,8,?， 都 有 
a,B<a,>J:(0,B) <0. 
证 明 由 式 (9.11) 与 (9.12)， 函 数 ,7 把 集合 
S= {(Y,y2>1xy<9ANAyEonAzEon 人 人 
<x, 27S41 æ, BY} 
—— HORE F/C 0,0 的 序数 集合 ， 亦 即 序数 矿 @,e,8). 
这 样 ， 当 ?=0 时 ， 由 习题 3.1， 就 获得 欲 证 结果 成 立 , 当 ?>0 时 ， 
有 
SC9.(max{a, 8} +1), 
因此 ， 再 使 用 定理 5,13 及 其 推论 ， 就 可 获得 欲 证 结果 成 立 。 
定理 9,4 对 于 任意 的 序数 c， 都 有 
@,CranJoe 
证 明 由 式 (9.15), AO.<J(0, ©), 但 是 , 不 能 有 
0,<J(0,0.). AA, MRA ©.CJ(0,0.), KURA = TA 
<i B ote 
<i, B, 6S0, 0, 0a) H0 = JiB, ð) 
成 立 ， 然 而 这 意味 着 8，6<o。, 由 定理 9,3， 有 1(B,6)< 之 @。, H 
此 ， 我 们 就 获得 了 和 欲 证 结果 
事实 上 ， 我 们 还 可 以 有 一 个 更 广 的 结论 ， 对 于 任意 的 极限 序 
数 c， 都 有 
e€ranso (9.19) 
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成 立 . 这 是 因为 对 于 任意 的 序数 P,6 和 自然 数 f<<9， 式 9.14 成 
We SV=9°H(0,8), Asi(e,B)=Y+t, 4iAOM, BAZE 
REFRE. BRER, 4i1#0, Jie,8) 永远 取 后 继 序 数 。 从 而 
式 (9.19) 成 立 。 


§3 基本 运算 


在 可 构成 模型 上 的 构 做 过 程 中 ， 哥 德尔 的 八 个 基本 运算 起 着 
重要 的 作用 ， 因 此 我 们 给 出 它们 的 定义 并 作 些 初步 的 讨论 。 下 节 
我 们 将 用 这 些 基 本 运算 并 利用 上 节 的 结果 去 构造 二。 这 几 个 基本 
运算 都 是 从 两 个 已 知 集合 x 与 ? 出 发 ,去 获得 新 的 集合 的 运算 , 它 
们 是 ， 

Fx, y)={«, y}s 
Fax, y)= {4 | 322322 = 2D AAE 
Az: Ez}. 

应 当 注 意 运算 F(x,y) My 无 关 ， 即 欲求 集合 的 任 一 元 素 
2 与 无 关 ， 只 依赖 于 *， 并 且 只 是 把 xy 所 有 的 具有 性 质 “zz Ez” H 
有 序 对 《zx2,z3) 汇 集 在 一 起 所 形成 的 a(x,y)。 这 一 值 仅 依赖 于 集 
Ere 

F(x, y)=x%=>y5 

F (x,y) = {C2,0) |[<2,0> Cx Aze yY} 

F(x, y)={z|z€ x A Bulz, w Cy dhs 

Feix, y) = {< w] 2,0 Ex A<u,2>€ vhs 
F(x, y= {4z,m,8>| <2, 4,8) ExA zd, E yha 
F(x, y)= {42, 0, | (2,08) Cx ACt,z,u> Ev}. 

由 这 八 个 基本 运算 还 可 以 直接 给 出 其 它 一 些 运算 ， 比 如 交集 
SEHUF (x, WHR MH RBA A 

xN y=x=—(x>y) 
=F x, F(x,y)). (9.20) 

H2<i<shi, HEREXR, BRRAF: s, yx. ME 

AVA BB ER eB TGR ED BT. Rish, HES y 的 元 素 作 对 
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bh, ROR. WE MA, ER Tea, 
我 们 首先 考察 2 是否 是 一 有 序 对 ， 若 不 是 有 序 对 ， 风 z1 Fs(%， 
y)， 若 是 一 有 序 对 ， 我 位 再 故 它 的 第 一 个 元 素 mo 是 否 属于 它 的 
第 二 个 元 素 ?s, 若 不 是 ， 同 样 2 不 在 Fy) 中 ， 若 zz€z23， 则 
2€Fils,y) BERIE, HEr) 只 需 检查 x* 中 的 元 素 是 否 
满足 相应 的 条 件 就 够 了 ,这 里 对 于 有 (xy ) 我 们 仅 需 考察 x 中 的 
元 素 是 否 属于 y 就 够 了 .x 的 任 一 元 素 z, 若 *E y Mz Falx,y)s 
车 z4 y, MEEL, y LEEF y ETRE r 中 的 所 有 有 序 
对 并 且 这 一 有 序 对 的 第 二 元 素 在 ?中 ,天 sx(x,y ) Bee oR AT 
又 是 ”的 元 素 中 那些 有 序 对 前 第 一 元 素 的 汇合 ， 换 句 话说， 我 们 
曾 定义 一 关系 民 的 定义 域 domR 和 和 值 域 ramR ， 现 在 我 们 可 以 推 
广 这 一 表示 法 ， 使 得 对 于 任意 的 类 (可 以 不 是 一 类 关系 R, $ 

‘domR={x|3y(Cx,y> ER), 

rank={y|Sx(<x,y>€R)}, 

fldR=domRU rank, 
由 此 ， 我 们 有 

F(s,y)=xfdomy. (9.21) 

BAF (x,y) 是 把 x 的 元 素 中 那些 有 序 对 EWA, E), 
对 其 中 每 一 个 有 序 对 求 其 逆 ( 即 由 AR RD <u, t> 变 到 有 序 对 
du), SERRE? BEY, Wa, OF (x.y) P. 这 
样 ， 由 % 与 获得 Fe(x,») 是 明确 的 ， 

集合 Pr(x,y) 是 把 x 的 元 素 中 那些 三 元 对 《z,w,f》 变换 次 序 
为 《<z,t,w)?， 并 考察 后 者 是 否 在 y 中 ,类 似 地 集合 F(x,y) 是 把 % 
的 元 案 中 那些 三 元 对 (z,4%, 人 变换 次 序 为 41,2,4》>、 并 考察 后 者 是 
否 在 》 中 ， 

由 上 述说 明 ， 基 本 运算 ,至 都 是 它们 的 第 一 个 变 元 x 的 特 
定子 集合 ， 而 Fi(x,y) 是 由 * 与 ? 所 简单 地 决定 的 ， 这 些 运算 都 
具有 和 良好 的 性 质 . 

现在 ， 我 们 对 于 荣 些 基本 函数 再 作 一 些 说 明 ， 首 先 ， 令 

E={Kx,y>|xevAxeVAyEV}. (9.22) 
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不 难 验证 E 是 一 真 类 ,由 此 ,我们 可 以 获得 


F(x%,y)=%NE, (9.23) 
为 了 统一 考察 基本 运算 ， 令 
Fun(pz, V?) AV uv t(p2(ayt) =), (9.24) 
这 样 ， 纪 是 定义 在 Y? 上 的 函数 ， 并 且 总 有 
Vu t(X<u,t>, a> pe). (9,25) 


$ Qp, Oo= po hli, RNAs 
Fila, y) =x (yxV) 
=x rany). (9.26) 
REAAran(Ql yayxV, HAMA iE. 
Al-Aran(Qd y)=domy, fast (9.21) 可 以 获得 
F3(x,y) = f{lran(Qsl y). (9.27) 
现在 令 
Fun(Q,WIAV uV EOQ Cu, t) =<t,0>), (9.28) 
Fun(O, VIAV uVtV z(Q lu, t z) =< 250, (9.29) 
Fun(Os V°)AVuYtYz(Qsln, t z) =<t,2,09). (9.30) 
ZH, MEER 6<i<s, RNA 
F:(x,y)=2 N ran Qiy). (9.31) 
对 上 述 定义 的 Ci(z=4,5,6,7,8) 而 言 ,我 们 有 : 
CCCa Mirand C1)Cran(Qi C2). 


$4 上 的 构造 与 性 质 
定义 9.1 由 八 个 基本 运算 和 求 值 域 的 运算 我 们 超 穷 递归 地 
在 类 On 上 定义 一 类 通 数 如下: 
dom F = On 并且 对 于 任意 的 序数 48， 令 


ran( Fio), @€ran]o, (9.32) 
F(a)= 
F;(F(K.(@)),F(K2(@)), @€ranJi. (9.33) 


0<i<s. 
因为 0Eranyo 由 式 (9.32), BRAF(OO=O. 并且 我 们 有 
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下 述 例题 成 立 。 

例 9.2 
F(1)=F,(F(0),F(0))= {0}=1, 
F(2)=F,(F(0), F(0))=0, 
F(3)=F3(F(0),F(0)) =9, 
F(4)= FCF (0), F(0))=0, 
F(5)=F;(F(0),F(0))=0, 
F(6)=F.( F(0),F(0))=0, 
F(D=F .(F(0),F(0))=0, 
F(8)=F,(F(0),F(0)) =0, 
F(9)=ran(Ff 9)= {0,1} =2, 
F10)=F (F(0),F(1))=Fi(1,0)= {0,1} =2, 
F(11)= FA(F(0), F(1))=0, 
F(12)= FF(0),F(1)=1, 
F(13)= FF(0), F(1))=0, 
FC(14)=F;(F(0),F(1))=0, 
F(15)= FF(0),F(1))=0, 
Fae=F F0), F))=0, 
F(17)=F;(F(0),F(1))=0, 

F (18) =ran( Ff 18) = {0,1,2}=3. 

由 上 例 和 定义 9.1 我 们 知道 ， 对 于 给 定 的 cEoOn ， 总 有 自然 
Bi<o, fi Bacran],.4i=-on, F(@ Hiran), B 
对 于 每 一 8，8<o， 屎 (8) 的 值 恰好 都 是 F(a) Mic. 4i>0 时 ， 
ERK (0), K0) 值 ,它们 都 小 于 &, 故 此 时 已 知道 了 F(Ki(0)) 
5F(K.(@) AAT. 然后， 依据 基本 阻 数 的 计算 法 MW, HOR 
F,(F(K(@)), FCK2(@)) 7 的 值 , 亦 即 函 数 严 在 c 时 的 值 即 F’(@) 
的 值 ， 

定义 9.2 ”对 于 任意 的 集合 S$S， 如果 有 一 aE0n， 使 得 
S$S 二 F(a)， 则 称 S 是 可 构成 的 ， 

令 L=ranF， 则 一 集合 S 是 可 构成 的 当 且 仅 当 SEL，。 
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显然 , LCV, HEN92, WEE-RAS, ESEL, MA 
一 序数 c， 使 得 S= 到 (ec) ,当然 ,4 不 要 求 是 由 5 唯一 决定 的 。 由 例 
9.。2 不 难看 出 ， 集 合 0,1,2 ,3 等 都 是 可 构成 的 ， 对 于 一 个 可 构成 集 
ASR, EBS=F 的 序数 2 可 以 称 为 S 的 阶段 ， 集 合 0 的 阶 
段 为 0,2,3,4 等 ,集合 1 的 阶段 为 1,12 等 ,集合 2 的 阶段 为 9,10 等 ,由 
此 看 到 ， 可 构成 集合 的 阶段 总 是 存在 的 ， 并 且 ， 一 般 说 求 是 不 唯 
一 的 ， 
注 记 9.2 对 王 定 义 9.1 所 给 出 的 类 函数 FF 的 合法 性 ， 我 们 
可 以 使 用 定理 4.12 给 予 证 明 ,为 此 ,需要 在 YY 上 定义 一 类 画 数 C 如 
F, #idomr€ranJo, WG) =ranx; #domx€ ranJ;, HHP 
0<i<8, MG) =Fi(x(Ki(doms)), x (K: (domx))) 3 在 
domx 为 其 它 情况 时 ，G(x)= 名 ,这 样 ， 由 定理 4.12, 唯一 地 存 
在 一 函数 严 ， 使 得 
. Fun(F,On) AF (a) =G(FT @), 
IX PEAS BC 9.1. Hecran/i, 1<i<8,dom(F} cy) 
=a, dom(Fie@)C€ranjJ;, BWA 
GCF} @) =F; (CFP @) (Ki (@)), (FP e)(K2(@))), 
又 因为 Kila)<a, Ki(a)<a, HYB<ab}, 有 (Fre) F 
B), SUA 
F(a) =G(F} a) =F;(F(K,(@)), F(K.(@))). 
5—7, “eCranJo, Bidom( Fhe) CranJo Mh, A F(@)=G 
(Fha)=ran( Fle). RBAK SKE, AKiCJ(@,8) =e, 
KJ (@,8))=8, ES 
F(J.\(@,8))={F(@), F(B)}, 
F(J2(@,B)=EN F), 
F(J3(@,8))=F (@)+F (8), 
F(J;(@,8) =F (a) Nran(Qf F(B)), 4<t<8, . 
aC ran] o>>F(e@)=ran(F} a). 
定义 9.3 若 $ 是 可 构成 的 ， 且 & 是 使 得 S 一 灭 @ 成 立 的 最 
小 序数 GIS=F@ 并 且 对 于 任意 序数 8, 若 B6<a， 则 5 去 FF 


(8))， 则 称 c 是 集合 S 的 阶 ， 并 记 做 Oq(S) 

如 上 述 例子 ，Od(0) 为 0，Od(1) 为 1 Od(2) 为 9，0d(3) 
为 18。 

定理 9.5 ”对 于 任意 的 序数 4?，ran(Fie) 都 是 传递 的 。 

仅 需 证 明 F(a)Cran(Fia)， 即 一 可 构成 集合 的 所 有 的 元 
素 都 出 现在 该 集合 自身 之 前 。 

证 明 假定 < 是 使 得 此 定理 不 成 立 的 最 小 序数 , 若 e € ran Ja 
WF (@)=ran(Fl}@), 484 F(a)Cran(Fle).#@C€ ran]; A 
1>0, WWAB, B.<a, te= J ;(B1,B;), 当 i 下 1 时 ， 有 Fec 
下 (8 ,由 定理 9.2，B1<a ， 因 此 ， 本 定理 成 立 。 即 FF(8) Cran 
(FEB) JLab, fy Bi<@, @ran(Fl8,)Cran(Flea). 所 以 ， 有 
F(@)Cran(F}e).4i=18, @F(e)={F(B,), F(8.)}. Ak, 
A F(B,)€ran(Fl@), F(B:)Cran(Fle). A, WAF), 
F(8.)}Cran(Fhe), BMAF (a)Cran( Fle). 综 上 ， 对 于 任意 ?， 
0 委 ; 委 8， 均 与 4 的 假定 相 澈 慎 ， 因 此 ， 和 欲 证 结果 成 立 ， 

定理 9.6 XL 是 传递 的 ， 也 就 是 说 ， 每 一 可 构成 集合 的 任 
意 元 都 是 可 构成 的 。 

证 明 对 于 任 一 *E 上 上 ， 令 =Od(x)， 则 Y= 严 (wo)， 由 定理 
9.5 就 有 xCCran(fiQ) ,因为 ran(Fia)CL， 所 以 xGL 。 CHB 
证 。 

定理 9.7 对 于 任意 的 可 构成 集合 x*，y， 如 果 xEy， 则 
Od(x) 过 0d(y)， 换 言 之 ，x€E F(a) +Od(x) <a, 

证 明 不 妨 设 序数 Bc, E4 B=Od(«), e=Od(y), BITE 
XEy 即 F(8)E F(a)， 并 且 由 定理 9,5， 就 有 

Fla) Cran(Fla)={F(7) <a}, 

由 此 ， 就 有 8<c， 即 Dd(*)<Od(y)。 

定理 9.8 如 果 *,y》 是 任意 的 可 构成 RAHO, W 
Fi(x,y) 是 可 构成 的 ， 即 若 x*,yEL， 则 Fi(x,y) CL, 

证 明 因为 x,yE 上 L， 所 以 有 序数 4,B E Fa), y= 
F. Y=] (i,0,8) ， 由 此 , $ FY) =Fi(F(@), F(B))= 
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F(x,Yy), WF (x,y) BDF Cv) BFL. 

定理 9.9 对 于 任意 的 集合 %,y EL， 都 有 

NyEL, 

证 明 由 式 《9,20)， 我 们 就 获得 了 欲 证 结果 ， 

定理 9.10 Hs, yEL, HO) <O., Ad(y)<o., W 
Od(xf\y)<0,. 

WBA ”由 定理 9,.9，% 们 y EZ. 再 使 用 定理 9,3, 即 可 获得 欲 证 
结果 、 

定理 9.11 对 于 任意 的 集合 x+，y，z， 我 们 有 

C1) x, YELAR, EL, 

(2) x, y, ZELENA S,y2 EL, 

《3) la yp ELA ERAY, CLs 

C4) <a, y, DELY HA, x, PEL, YERA 

Caz yp EL, 

这 里 仅 证 明 (1)， 其 余 的 贸 给 读者 去 证 明 , h < y A 
{ {%},《%, 少 和 定理 9,8， 显 然 , 可 以 由 4,y CLR, CL. 
逆 命 题 由 定理 9.5 获 得 。 

定理 9,12 V(xCL>3y(yELAxCY)). 

证 明 考察 ran(Oqf x)， 亦 即 序数 的 集合 {Qd(z)1zEx}) .这 
是 因为 集合 x 的 任 一 元 都 是 可 构成 的 .由 序数 的 性 质 ， 我 们 令 序 数 
2 满足 条 件 ， 

ran(Odf «)CaBac€ranJo, 

后 者 是 由 于 e 志 J oC0,6)， 因 此 ， 可 取 J (0,0) KRE, M 以 ， 
F(a)=ran(Fioe), 而 且 xCran(Fie), 因此 ,xCF(e), F 
是 可 构成 的 集合 ,这 就 完成 了 定理 9.12 的 证 明 ， 

注 记 9.3 定理 9,.12 是 说 ， 对 于 可 构成 集合 的 集合 + ARs 
的 元 素 都 是 可 构成 的 ，% 不 一 定 是 可 构成 的 ,当然 对 于 xE 上 时 , 结 
果 是 显然 的 )， 总 存在 一 可 构成 集合 y， 使 得 Cy 成 立 . 这 是 一 条 
十 分 重要 的 定理 ,有 时 我 们 也 称 如 上 的 集合 y 为 + 的 可 构成 这 。 

定理 9.13 He, yEL, Wey EL. 
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证 明 因为 *Uy 是 一 集合 ， 且 它 的 元 素 都 是 可 构成 的 ， 所 
以 有 YUyYCZL， 由 定理 9.12， 有 可 构成 集合 >， 使 得 x*UyCz. 并 且 
由 集合 的 初等 性 质 

suy =z x)= y), 
据 定 理 9.8， 即 得 欲 证 结果 成 立 。 

定理 9.14 Vx(xEL—>%* EL). 

证 明 HAE- TARER, HERR F, {x} 是 一 可 
构成 集合 ， 使 用 定理 9.13 即 得 %+* 为 一 可 构成 集合 。 

由 定理 9.14 和 例 9.2 可 直接 获得 ， 任 一 自然 数 mm， 都 有 zwE 忆 。 

定理 9,15 工 是 一 真 类 ， 

证 明 ”假定 上 是 一 集合 ,由 定理 9,12, 有 一 集合 YELHLCy， 
然而 由 定理 9.6，L 上 是 传递 的 ， 因 此 ,由 y EL 可 得 到 y 忆 L. 于 是 ， 
LL=y， 亦 妈 上 是 一 可 构成 集合 ,再 由 上 的 定义 ,我 们 就 有 上 EL. 这 
与 正则 公理 相 矛 盾 ， 从 而 获得 欲 证 结果 ， 


$5 可 构成 类 


定义 9.4 对 于 任意 的 类 C， 如 果 C 同 时 满足 条 件 ， 

(1) CcL, 

(2) Vx(xEL—>x/\CEL), 
则 称 C 是 可 构成 的 类 。 

条 件 ( 1 ) 是 说 ，C 的 元 素 都 是 可 构成 集合 条 件 ( 2 ) 是 说 ， 
任 一 可 构成 集合 与 C 的 交 仍 然 是 可 构成 集合 。 这 样 ， 由 可 构成 集 
合 的 传递 性 ,我 们 有 任 一 可 构成 集合 都 是 一 可 构成 类 ,反之 不 然 ， 
也 就 是 说 ， 有 真 类 是 可 构成 类 。 

$19.3 上 是 一 可 构成 类 ， 条 件 ( 1 ) 是 显然 和 的， 并 且 由 于 当 % 
为 任 一 可 构成 集合 时 ， 由 定理 9,6， 总 有 

Y 一 Y 门 了 

成 立 ， 因 此 条 件 (2) 成 立 ,这 样 ， 上 是 可 构成 类 ,由 定理 9,15 ,可 知 
上 是 一 可 构成 的 真 类 。 

定理 9.16 ”对 于 任意 的 可 构成 类 C， 如 果 C 是 一 集合 ， 则 C 
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是 一 可 构成 集合 。 

证 明 由 定理 9.6 和 定义 9.4, 有 一 可 沟 成 集合 y, 使 得 CTY, 
因此 ， 有 CNy=C, 这 样 ， 由 定义 9,.4 就 有 CEL, 从 而 获得 了 欲 证 
结果 。 

例 9.4 五 人 也 是 可 构成 类 ， 因 为 ENLCL, Ax (9.23), 
x* 门 EE 为 基本 运算 F,。， 因 此 ， 对 于 任 一 可 构成 集合 x*, 有 x 站 E 为 一 
可 构成 集合 ,又 因为 CL， 所 以 x 们 ENNL=x 则 E, 这 样 ，E NL 是 
一 可 构成 类 ， 

定理 9,17 如 果 C:，C: 是 可 构成 类 ， 则 C1 一 C; 是 可 构成 的 
HK. 

证 明 因为 C,，C: 都 是 可 构成 类 ， 因 此 ， 对 于 任意 的 YE 
有 xn(C 一 C)=YnC 一 snC:， 并 且 从 *nC 一 ncCc:EZ ,得 到 
aN CCC.) EL, 从 而 获得 欲 证 结果 。 

类 似 地 ， 我 们 有 下 述 二 条 定理 成 立 ， 

定理 9,18 如 果 C,，C: 是 可 构成 类 ， 则 CunC* 是 可 构成 类 ， 

定理 9.19 如 果 C,，C: 是 可 构成 类 ， 则 CU Cz 是 可 构成 类 ， 

定理 9,18 是 定理 9.9 由 集合 到 类 的 推广 ,定理 9.19 是 定理 9.13 
由 集合 到 类 的 推广 ， 

注意 到 等 式 

CUC: = L>+CL=C)*C2), l 
并 依据 定理 9.17 可 直接 获得 定理 9.19 的 证 明 . 

定理 9.20 ”若是 可 构成 集合 ， 则 ran(@tf y) 是 可 构成 集合 。 
其 中 5<i<8，。 

证 明 设 ? 是 一 可 构成 集合 ,由 定理 9.6,y 的 每 一 元 都 是 可 构 
成 的 ， 从 而 据 定 理 9,11，ran(0 沾 y)CL， 并 且 车 % 是 任 一 可 构成 
集合 ， 据 定理 9.8，x Nran(0Q1| MEy 都 是 可 构成 集合 。 
这 样 ， 据 定义 9.3，ran(G 小 y) 为 可 构成 类 。 又 因为 ，ran(Oi 小 y) 
是 一 集合 ， 因 此 ， 从 定理 9.16 就 获得 了 欲 证 结果 。 

定理 9.21 若 C 是 一 可 构成 类 , 则 LNran(0sC) 和 rantQii C) 
(其 中 5<<s 过 8》 均 为 可 构成 类 。 
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证 明 由 定理 9.20， 对 于 任意 的 可 构成 集合 y， 部 有 ran 
QT ELGI, Aik, Ril Aran(QtC)cl. fy Lfran 
QQIOCLE RAN. ATERATEA EURES AN 
ran(Qi{C) EL( 其 中 i 二 1,… 8) RIZ BE — EN rant. 
z 是 C 的 某 一 元 素 经 @: 所 对 应 的 像 ， 取 C 的 具有 使 得 Q) =R 
的 最 小 阶段 的 元 素 z*， 亦 即 0,(z’) 二 z 并 卫 满 足 条 件 

Vi(Oad(t)<Od(zs’ )->Q;(4) #7). 

&u= {7 |2zEaNMrancatc)), 
这 样 ，* 是 由 可 构成 集合 组 成 的 一 集合 且 wCe,* 应 当 注意 的 是 由 分 
离 公理 ?为 一 集合 〈 但 不 一 定 是 可 构成 集合 )， 因 为 % 是 一 集合 , 且 
4CL， 据 定理 9.12， 有 一 集合 y，y EL 上 且 wsCy， 我们 能 够 选择 
y 己 C， 因 为 车 不 然 我 们 可 以 取 它 为 y 站 C， 因 此 ， 我 们 有 wwCyCS 
Ck, Fran(Qity)Cran(QfC), AAs N rani 
ran(Q 小 C). 另 一 方面 ， 由 于 ANni 的 任 一 元 素 在 4 中 都 
有 原 像 (图 9,5)， 所 以 此 原 像 岂 在 中 。 A, Nra C) 


9.5 示意 图 


CxMran(Qt y Ak, RN A xMran(QfC)=xMran(Qt y). 
据 定理 9.20， 有 xmnran(C+ y EL, 从 而 完成 了 定理 的 证 明 。 
定理 9.22 ”车 C，D 为 可 构成 类 ， 则 
《1) dom(C), 
(2) VCONL, 
(3) CXD, 
C4) CD 
都 是 可 构成 类 ， 其 中 VC)=VxC， 
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证 明 (1 ) 与 ( 2 ) 是 显然 的 ， 我 们 仅 证 明 ( 3 ) 与 ( 4 )。 对 于 

( 3 )， 我 们 令 V.(C)=CxV， 并 注意 到 下 述 等 式 
CxD=(CxWV NVXD)=V,(C) NVD) 
=(LNVAC) NAVD) ND), 
就 可 获得 欲 证 结果 ,对 于 ( 4 )， 我 们 注意 到 下 述 等 式 
CDp=CN(VxD)=CNLNV XD), 

就 可 获得 欲 证 结果 ， 

应 当 注 意 ， 并 非 关 于 集合 的 一 切 运算 都 能 够 从 可 构成 类 获得 
可 构成 类 ， 例 如 ， 宕 集合 的 运算 就 不 是 如 此 ， 我 们 不 能 够 证 明 
Ps) (其 中 % 为 可 构成 集合 ) 是 可 构成 的 。 

定义 6.12 引 进 了 ZEF 可 定义 类 ， 定理 6.25 一 27 讨 论 了 它们 的 初 
等 性 质 . 现 在 ， 我 们 将 证 明志 的 可 定义 子 类 都 是 可 构成 类 ， 

定理 9.23 若 类 C 是 ZF 可 定义 的 , 且 CCL, 则 C 是 可 构成 的 ， 

证 明 施 归 纳 于 定义 C 的 ZF 公式 A(4) 的 构造 。 

(1》 基 始 ， 定 义 C 的 公式 为 yEm 这 时 C 为 式 (9.22) 定义 
HIRE, (ABO. 4EN aR. 

(2) BAe) HIB (x) ,并 且 公式 B(x) 定 义 的 类 DEET 
构成 类 ， 显 然 DCL， 并 上 且 由 前 提 CCL， 所 以 ， 这 时 我 们 有 C= 
LL ~-D， 据 定理 9.17 山 得 欲 证 结果 。 

(3) HAC) 为 41(x)V4z(x)， 由 归纳 假定 41(%) 与 42(%*) 
分 别 定义 的 类 C1 与 C: 都 是 可 构成 的 ;因为 C=CiU Cz, 据 定理 9.19， 
C 是 可 构成 的 。 

类 似 WO FAC) 为 41(4) 八 42(4)，A1( % ) 一 42( 2), Al 
Aa) 一 >42(x) 都 有 和 欲 证 结果 成 立 。 

(4) HAC) 为 34B(%x,y)， 由 归纳 假设 BC(%,y) 定义 的 
类 吃 是 可 构成 的 ， 这 时 C= 二 ranD, 由 定理 9,21 和 注 记 9,1， 即 得 欲 
证 结果 成 立 ， 

对 于 4(x) AVyBG,y) 时， 使 用 逻辑 定理 

VyBla,y)<>_ lay lB(x,y), 
即 得 欲 证 结果 成 立 ， 
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$6 ZF 的 可 构成 模型 上 


本 节 的 目的 是 证 明 如 果 ZF 是 协调 的 ， 则 ZF 的 每 一 公理 在 忆 
中 都 是 真 的 ,换言之 ， 上 是 ZF 的 一 个 类 模型 。 它 不 是 定义 6.9 意 义 
下 的 模型 ， 因 为 了 上 是 一 真 类 。 

注 记 9.3 在 分 离 公理 成 立 的 情况 下 ,并 集合 存在 公理 和 竹 集 
合 存在 公理 分 别 可 以 取 下 述 较 弱 的 形式 ， 


并 集合 存在 公理 ( 弱 形式 )， 
V say V e(SuluE aAz€u~z€ y)e (9.34) 

REA TED BER): 
VadyWVz(2Cx-2z Ey). (9.35) 


由 并 集合 公理 的 弱 形式 肯定 ， 对 于 任意 的 集 合 *， 必 有 一 集 
合 y， 使 得 UxCy， 而 yx 是 否 是 一 集合 并 没有 给 出 回答 ,然而 由 
这 一 集合 y， 使 用 分 离 公 理 ,就 可 获得 有 一 集合 yo fy = Ur. 
因此 , 据 并 集合 公理 的 弱 形 式 和 分 离 公理 显然 可 获得 并 集合 公理 . 
类 似 地 对 于 窒 集 合 公 理 有 相应 的 结论 。 

现在 ， 我 们 来 证 明 本 节 的 主要 定理 ， 

定理 9.24 ”如 果 公 式 4 是 ZF 中 任 一 条 公理 ， 依 据 定义 6,11 给 
出 命题 4.， 则 有 

ZF} Ar. 

证 明 我 们 逐一 证 明 对 ZF 中 每 一 公理 ， 本 定理 均 成 立 , 下 述 
证 明 是 对 ZF 系统 中 的 公理 逐一 进行 考察 而 完成 的 。 

C1》 外延 公理 在 上 L 中 成 立 是 指 对 于 任意 的 可 构成 集合 %， 
y， 如 果 对 于 任意 的 可 构成 集合 z， 有 

ZEGX%A 一 ZCY 
则 %==y. 因 为 x*，y 是 可 构成 的 ;又 因为 由 定理 9,6 可 构成 集合 的 元 
都 是 可 构成 的 ， 因 而 不 必 考 察 L 之 外 的 对 象 ， 仅 考察 可 构成 集合 
就 足够 了 ,这样 ,我 们 已 经 证 明了 ， 
ZFEV#*ELV yvEL(V ce Lex 3EY)->% 一 少 ) 
也 就 是 说 ， 我 们 有 上 产 VzsVYy(VYz(EY<>zEy)-% 一 )。 


* 236 - 


CRAS EL, 并 以 , 空 集合 存在 公理 在 L 中 成立 , 亦 即 有 ， 
L Hasy y ly ex). 

C3) 由 定理 9,8， 我 们 知道 ， 对 于 任意 的 *，y EL， 痢 有 
Fi(x,y) 即 { x,y} CL, OB, Æ 

LEV «eV yay ulu E y eu=ysVu=y }. 

(4) 关于 者 集合 公理 。 对 于 任意 *E 志 ,由 寡 集 合 存在 公理 ， 
Ais) 是 一 集合 ， 然 而 不 一 定 有 POL, Ak. RNR 
LAZ), BR, BERLI AYyEL, #3 


LAPX)Cy. 
这 样 ， 对 于 任意 的 集合 :不 一 定 限于 构成 集合 )， 都 有 
2ELND(*)->2€y- 
特别 地 ， 对 于 任意 的 可 构成 集合 *， 世 有 
2zELNDPA(s)>z2€y- 


XË, YFEL, H2eE PD (s)—>z€ y TH 
Lvs3yV2(2 CH >2€ y). 
(5) 关于 并 集合 公理 ， 对 于 任意 xE 了 我 们 考虑 Us, AIF 
集合 公理 和 定理 9.6 可 知 UY 是 一 集合 ,并 且 它 是 由 可 构成 集合 所 
组 成 的 一 集合 , 据 定理 9.12， 有 一 集合 yE 了 ,使 得 UxCy。 也 就 
Bw, AV2(Su€ x(2€u)>2€y) A, A 
ZFL Vase Lay CLV z2EL(Su€E Lue xAz€u-z€ y)), 
也 就 是 说 , LEVadyVeCsu(uexAzeuz€e y). 
(6 ) 关于 分 离 公 理 模式 ， 对 于 任意 公式 ACs) ,由 定义 6.11 
给 出 公式 41(%)， 我 们 令 
Ars { %»|AL(x) ) 。 
显然 ，4L 是 一 ZF 可 定义 类 ,由 定理 9,23，ANL 是 可 构成 类 ， 
换 育 之 ， 对 于 任意 的 y EL 上，y 介 41.EL, 因 此 ， 欲 证 结果 成 立 ， 
(7) 关于 替换 公理 模式 ， 对 于 任意 的 ZF 公式 A(x,y)， 满 
足 条 件 Vx 习 1y4(y,y) ,由 定义 6.11 给 出 公式 AL(%,y). 令 
A= {lay lAa Y, 
Hh GEE AL EH, HF BE 9.23, ALN LEMAR. 
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对 于 任意 的 可 构成 集合 S， 令 
1 一 4 小 S， 
据 替 换 公 理 w 是 一 集合 ， 由 定理 9,22( 4 ) ,wx 是 可 构成 类 这样 ， 由 
定理 9.16 有 wE 上 . 令 
t=ran(A,!S), 
不 难 验证 1€ 上 ,并 有 旦 对 于 任意 的 :E 上 ,我 们 有 ， 
zEte Iy ESky, EAL) 
Jy E SÅLCY s2) e 

欲 证 结果 成 立 。 

(8) 关于 无 穷 公理 ， 我 们 令 

S=F(o). 

出 定理 9,48EranJo, 据 定义 9,1, F(@)=ran(Flo), BRA 
DES, HWAWFHERMBSs, 4xeSht MA nCow=Fin). 
取 自 然 数 oa， 满足 条 件 (1 <m, (2 )mw 在 ranJo 之 中 例如 ,可 
&m=J0,0,n+1), WA (9.14)， 上 上 述 条 件 《1),(2)》 BR 
Rat). KRy=FOon) 这 样 ， 由 多 的 到 法 ， 有 yES 和 xEy。 据 习题 
6.3， 就 获得 了 和 欲 证 结果 ， 

(9) 关于 正则 公理 ， 我 们 欲 证 ， 对 于 任 一 不 空 的 可 构成 集 
合 %， 有 可 构成 集合 y, ERY EEIN y=. MA MaA E, 
HIEWAH, A-BAy, PB «eNy=O Byes, 只 需 指 出 
yEL. 然 而 由 于 上 的 传递 性 ， 结 果 显 然 成 立 , 也 就 是 说 ， 我 们 有 

ZF- YrELla +D >I3yEL(y EN NX= 8)), 

综合 (1 ) 一 ( 9 )， 定 理 9,24 获 证 。 


$7 工 中 的 序数 与 可 构成 公理 


我 们 已 经 证 明 上 是 ZF 的 模型 ， 这 样 ， 在 上 中 就 可 以 建立 集合 
论 的 每 一 概念 和 运算 了 ,本 节 我 们 着 重 讨论 中 的 序数 概念 ,关于 
序数 的 定义 ,在 第 二 章 中 我 们 曾经 给 出 了 三 个 等 价 性 定义 ,本 节 我 
们 在 上 中 运用 汉 : 诺 意 曼 的 概 仿 ， 也 就 是 说 ， 工 中 的 一 序数 是 中 
的 一 集合 *， 并 且 在 上 中 x 是 传递 的 和 € 连接 的 ， 亦 即 
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Vy CLV 2E Liye aeAz€ ay EV y=eVe€ y) 
AV yELV EL y CHAE y>zEx) | (9.36) 

TA (9.36) tH Fe 12 On. (x) 

由 定理 9.14， 可 以 看 出 ， 任 一 自然 数 都 是 上 中 的 序数 。 

定理 9.25 o 是 过 中 一 序数 。 

TA ”因为 自然 数 都 是 上 中 的 序数 ， 并 且 任 一 自然 数 % 的 阶 
都 小 于 o， 因 此 oC Fo) ， 又 因为 分 离 公理 在 二 中 成 立 ， 我 们 有 
o= { «|x€F(o)AOn.(%) }, 

由 此 ，oEZ， 并 且 显 然 有 Onc(o)， 这 就 获得 了 欲 证 结果 . 

由 @ 是 下 中 的 序数 ， 据 定理 9.14， 可 知 @+1，@+2， 四 十 儿 
Co) 都 是 上 L 中 的 序数 ,并 且 我 们 有 下 述 更 一 般 性 的 定理 。 

定理 9.26 ”对 于 任意 的 序数 4。， 都 有 0 是 上 中 序数 ， 

证 明 假定 序数 w 是 使 得 此 定理 不 成 立 的 最 小 序数 ,显然 co 不 
是 0 也 不 是 后 继 序数 , 亦 即 wo 为 一 极限 序数 , 由 wo 的 假设 ， 对 于 任意 
序数 c Eco， 必 有 最 小 的 序数 有 ， iBe=F(B). 并且 当 o:<oaEo 
时 ， 满足 等 式 m= FB), &z 一 下 (Bs) 的 最 小 序数 Bi 与 Be, 必 有 有 
Bi<B2.4 

Bo=Sup { Bla@€aA\a=F (8) }, 
易 证 ，Bo 为 一 极限 序数 , 因此， 我们 有 
aC F (Bo). 
这 样 ， 我 们 有 
ay= {a |a € F( Bo) AOn.(@) } à 
据 L 中 的 分 离 公 理 ， 有 EL， 并 且 显 然 OniCao) 成 立 . 因 此 ， 欲 
证 结果 成 立 。 

于 是 我 们 就 获得 了 上 中 的 序数 与 VY 中 的 序数 是 相同 的 ， 也 就 
是 说 ，OnCL. 这 样 , 上 就 是 一 个 相当 大 的 真 类 了 ,然而 是 否 有 上 一 
V 成 立 呢 ?人 们 称 L=V 为 可 构成 公理 ,实质 上 它 并 不 具有 公理 的 
资格 ,只 是 在 推演 过 程 中 的 一 种 假设 .上 =V 在 L 中 是 否 能 成 立 呢 ? 
换言之 ， 命 题 (L=V) i 在 ZF 中 是 否 可 证 呢 ? 这 是 我 们 要 着 重 讨 
论 的 问题 ， 我 们 将 证 明 上 述 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 为 了 证 明 这 一 
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重要 结果 ,下 节 我 们 将 引进 相对 性 与 绝对 性 这 样 两 个 重要 的 概念 ， 
并 给 出 若干 相应 的 定理 。 


$8 相对 性 与 绝对 性 


定义 9.5 对 于 ZF 语言 中 任 一 公式 4， 我 们 已 有 公式 A A 
BRITA WAM PLB SERRA C WR CERA 
RAWO 所 定义 ， 即 C= { x14(%x) } ， 这 时 ， 我 们 令 

Ci={x|Ar(a)} >» 
并 称 Ci 为 类 C 对 于 上 的 相对 . 当 公 式 B(x) 表示 概念 (或 运算 ) 时 ， 
RKB) 是 这 一 概念 (或 运算 ) 在 L 中 的 相对 。 

关于 相对 这 一 概念 ， 可 以 这 样 看 ， 令 
E= ETL, 

对 于 任 一 公式 4(x) ,我 们 施 妇 纳 于 4(%w) 的 结构 来 建立 Ala) E 
SERIE, MHBRASRAAE, ERAR a 都 换 
HERA LERS Bex, Bik, BWV +. Se HAV CL, 
3%x€EL， 等 号 二 作为 逻辑 符号 令 其 保持 不 变 ,因此 ， 对 于 任意 %， 
yEL， 有 

NELV EHEY 
成 立 , 当 然 ， 在 不 致 引起 误解 时 ， 为 了 简便 起 见 ， 我 们 常常 把 Ez 
直接 写 做 E. 

我 们 已 经 建立 的 类 有 名，%， 上 ,On，V 和 EE 等 ， 已 经 建立 的 
概念 有 自然 数 、 序 数 、 属 于 关系 、 包 含 关系 等 ， 已 经 建立 的 运算 
有 集合 4 之 并 U x、 秆 .P(x)、 定 义 域 dom%x，ransx 等 ， 我 们 要 论 
及 这 些 类 、 概 念 和 运算 对 于 L 的 相对 化 ， 并 且 论 证 它们 分 别 在 V 
中 与 中 取 值 的 具体 情况 。 

例 9,4 序数 是 概念 ， 它 由 公式 On(*) 亦 即 

VYyV2(y Err/N2E Nr2 Ey V2= yy VYEDANYY 
Vly GaAs ye € x) 
所 刻 划 ， 而 OnCwx) 的 相对 Onc(%) 就 是 
VyELVzEL(Y ENN2 EXE yVe=q=yVyvyEOAVVEL 
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VzEL(yEaAz€ y>2€E %), 
On(s) 表示 4 是 V 中 一 序数 ， 上 节 我 们 已 经 指出 Oni(%) 表 示 % 是 
中 一 序数 ,定理 9,26 已 经 获得 V 与 上 中 的 序数 是 相同 的 。 

例 9.5 并 集合 运算 Us， 刻 UE HAA E VGE y 
wuEx(zEw)), 由 并 和 集合 公式 和 外 延 公理 ,满足 这 一 公式 的 集合 y 
是 存在 和 唯一 的 ， 并 且 当 我 们 把 公式 中 的 ?替换 为 Ux 时 ， 它 在 人 
中 是 成 立 的 ,现在 我 们 把 公式 

VzEL(zE yx Bu EC LE xAz€u)) 
所 定义 的 运算 记 做 U cx。 对 于 任意 的 可 构成 集合 x*，* 的 所 有 元 素 
以 及 元 素 的 元 素 都 是 可 构成 的 ， 也 就 是 说 ， 我 们 有 
Us= Uns. 

定义 9.6 (1) 对 于 任意 的 类 C 和 C 对 于 上 的 相对 CL， 如 果 有 
Ci 一 C， 则 称 类 C 是 绝对 的 。 

《2》 对 于 任意 的 概念 w(%x)， 做 它 对 于 上 的 相对 wz(%)， 如 
果 对 于 任意 的 *EL， 我 们 有 

uls) Wr(%) 
成 立 ， 就 称 概念 u(x) 为 绝对 的 。 

(3) 对 于 任意 的 运算 H(x)， 和 它 的 相对 运算 HL), mE 

对 于 任意 的 x*E 上 上， 我们 有 
H(x)=HL(x) HAL EL 
成 立 ， 就 称 运 算 刁 (x) 是 绝对 的 。 

由 上 两 例 ， 我 们 已 经 知道 ,序数 是 一 绝对 的 概念 ,并 运算 是 一 
绝对 的 运算 ， 

定理 9.27 (O) 如 果 一 概念 是 由 公式 4(x*) EMA, FE 
MACH) 是 2 公式 时 ， 则 这 一 概念 是 绝对 的 ， 

(2) 如 果 w(w) 是 一 运算 ， 并 且 y=wl%) 可 以 用 一 个 Zo 公 
式 所 表示 ， 则 这 一 运算 是 绝对 的 ， 

WAR HEC) BEAL) BD AA, HCL, NAA LEE 
递 的 ,我 们 施 归 于 4(x》 的 结构 ， 当 公式 4(x) 中 无 量词 出 现时 ， 
NAC) SAC») 相同 ， 因 此 ， 定 义 9,6 DRRR 立 ,其 次 ， 
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我 们 施 归 纳 于 A) PAAR SAAMI, BSH n 个 量 
词 的 公式 巨 (y) PHAM. BAD) AV y €sBy) RHA) 
为 Vy EL(yEx->BL.(y))。 由 归纳 假设 ， 对 于 任意 的 5EL， 有 
Bi(b)<> Bb) 成 立 ,同时 由 x*EL，%% 的 任 一 元 都 在 L 中 ,上 由 此 ， 
有 

Alx) <—» ALl x) 
RX, AWO AADyE «Bly) 时 ， 类 似 地 有 和 欲 证 结果 成 立 。 

再 证 ( 2 ) .假定 y=HC%) 为 Zo 中 公式 4(%,y) 所 表示 ,这 样 ， 
对 于 任意 的 *, 就 有 唯一 的 y 使 得 4(x,y) 成 立 , 且 有 Aa, HA 
LAFA, y) 为 ,中 公式 ， 由 (1 ) 对 于 任意 的 x%，y EL， 有 

A(x,y)<—>Ar(%, y) 
RL, HHA 表示 了 运算 y= 二 Hi(x)， 对 于 任意 的 x EL， 
就 有 唯一 的 y， 使 得 y=H.(%) ,从 而 我 们 有 Ha) = Hx) ,这 样 ， 
我 们 就 完成 了 定理 的 证 明 。 

由 上 述 定 理 ， 我 们 立即 获得 了 下 述 定理 

定理 9.28 ”由 第 八 章 中 EE, 一 Es 所 列举 与 表达 的 概念 和 运算 
都 是 绝对 的 ， 

定理 9.29 MRIS, GHA, BMPR «cL, 
运算 u 由 式 w(x) HGA HEM, Wee ath. 

证 明 因为 G(x) 为 可 构成 集合 ，w(%)=H(G(%))= 
H(GL(%))=H,(GL(%)), H uL) =HL(GL(%)), 从 而 uL) = 
uls), ula) EL， 据 定义 9.6， 定 理 得 证 。 

这 个 定理 对 于 多 变 元 的 运算 也 是 成 立 的 。 

ATARAR, Hl9.4, RIHO =01. BRAK, One 
绝对 的 类 。 

定理 9.30 ”如 果 运 算 H(w) 是 绝对 的 ， 且 类 CCZ， 刚 类 
ran (HTO) 是 绝对 的 。 

证 明 AAA 是 绝对 的 ， 所 以 对 于 任意 的 x*EL， 都 有 
H(%) =H), FAM, MP R—- «CC, BA H) =H), 
从 而 欲 证 结果 成 立 。 
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§9 可 构成 公理 在 乙 中 成 立 的 证 明 


本 节 的 目的 是 证 明 ，ZFHF (太一 过) 为 此 ， 我 们 仅 需 证 明 
也 = 也 ,这 是 因为 
L= {4%|x€ELA%=%} =L, 
而 (V=L) 即 VL.= 上 Ls， 由 此 与 定理 9.30， 我 们 仅 需 证 明定 义 上 
的 运算 下 是 绝对 的 ,现在 我 们 来 逐步 进行 证 明 ， 
定理 9.31 定义 9.1 给 出 的 函数 严 是 绝对 的 ， 
EA 为 证 明 这 一 定理 我 们 给 出 如 下 步 又， 
C1) 对 于 任意 的 序数 *，?7， 序 数 * 为 它们 的 极 大 值 ，z= 
max {s,y} 可 以 用 公式 表示 。 
On(x) AOn(y) A GE yVa=yor=yACyex>z=%), 
显然 ， 这 是 一 个 Zo 公式 ,所 以 ， 它 是 一 个 绝对 的 运算 。 
(2) 由 定义 5.8 建 立 的 关系 及 是 DAR, MAME RARA. 
这 是 因为 定义 5.8 PAW HM max, (BC) MBS. 可 表示 
的 。 
(3) 由 式 (9.10) 定 义 的 运算 pp 是 绝对 的 .因为 , 它 可 以 由 下 
列 5o 公 式 表示 ， 对 于 任意 序数 gz，B，Y， 我 们 有 
Y= pla, b) > VxE vay EzE 
(x=P(y, 2). AY y eat 
VEB YEA Vue Bt Ky, 2 RE, u) <> ply,2) 
<p(t,u)), 
HV yer BV yCaVy=anyae 5, Sy Cathay CeV y =apy 
mS, VEB, arch RW. 
C4》 由 式 (9,11) 定 义 的 关系 5S 是 5o 公 式 ， 从 而 它 是 绝对 的 。 
这 是 (2) 直接 获得 的 ， 
(5) 由 式 (9,12) 定 义 的 运算 是 绝对 的 运算 。 
使 用 ( 4 ) ,类 似 于 ( 3 ) 即 可 获 证 ， 
(6) AR (9.13) M O 直接 获得 J O<i<8) 是 绝对 
的 运算 ， 
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C7) WCRE EE, BARB ec domJ;(0<i<8) 
EDT ARR, MME BAN. 

(8) e=Fi(s,y) O<i<s) ANAL ARBUM. 

由 Es 可 知 ， 2 二 (x,y) 可 用 工人 公 式 表 达 、 

s=Fi (x,y) =e N ENRE FRUAR: 

VuE2(ue eA (ed EH) NV uE (Cad E WUE 2). 

HF. = Fr PARLARKA. 

z=F x,y =N y AVRA: . 

YuEzluEr Auh E yA VuE xul E y >4 Ez), 

BR, XB—-TO AN. 

类 似 地 可 获得 i 一 5,6,7,8 财 的 欲 证 结果 成 立 。 

册 于 上 述 运 算 都 是 己 o 可 表达 的 ， 并 且 依 据 定理 9,8， 就 有 基 
本 运算 F(x,y〉 是 绝对 的 。 

(9》 当 我 们 注音 到 Ezs，z=x[y] 可 用 Z ARER, E. 
alyt=ran(sf y)， 就 获得 ran(F} a) 是 绝对 的 (因为 对 于 任意 
序数 ,都 有 ran(Fia) EL)， 

aO 由 以 上 《1 ) 一 (9) 和 定义 9.1， 我 们 就 获得 了 定 
义 9,1 给 出 的 运算 五 是 绝对 的 ， 

注 记 9.4 上 述 定理 说 明了 (VV =). 成 立 . 也 就 是 说 ， 虽 然 
可 构成 公理 不 具有 公理 的 资格 ， 然 而 它 在 二 中 是 成 WH. HER 
可 获得 若干 重要 结果 ， 因 此 它 可 以 作为 上 中 推理 的 格 ， 或 者 说 是 
上 中 推理 的 一 个 重要 的 论据 ， 


§ 10 ”序数 集合 与 关系 的 同 构 性 


本 节 建 立 序数 集合 的 几 个 同 构 性 定理 。 这 些 定理 不 仅 对 于 下 
节 证 明 GCH 在 二 中 成 立时 起 关键 的 作用 ， 而 且 它 们 还 具有 自身 的 
重要 性 .在 下 一 章 建立 GCH 的 独立 性 时 ,它们 也 很 有 启发 性 ， 

定理 9.32 ”如果 集合 tCOn， 且 ww 是 关于 一 元 运算 及 ,，K: 和 
二 元 运算 Jo， 刀 ，…，Ja 封 闭 的 ,GC 是 从 # 到 序数 we 关于 属于 关系 人 
的 一 个 同 构 ， 则 G 是 对 于 J (0<i<8) 的 一 个 同 构 , 亦 即 对 于 任意 
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Ha, B Eu, <9, WE 
TG), GB))=GU (a, 8)), 
HAOMF/ 是 封闭 的 ， 

证 明 ”由 的 封闭 性 质 ， 由 7 就 可 以 建立 集合 9 Xx xr 上 关于 
关系 与 集合 4 天 于 和 之 间 的 一 同 构 。 确 切 地 说 。 由 /可 以 建立 起 
结构 (9Xw:，5) 与 结构 (uw，E€) 之 闻 的 一 辣 构 对 应 , 令 

v=, a BD OSLA CuABEu}, 

这 样 ， 由 7 了 就 可 以 建立 4o，3> 与 (4，E > 之 间 的 同 构 。 因 为 ， 若 
Ay 

j= J) (9 Xx a), (9.37) 
于 是 ， 我 们 有 dom 7 二 9Xw, 因 为 4 关于 每 一 了 都 是 封闭 的 ， 所 以 
Aan?Cwu. 但 是 ， 另 一 上 方面， 车 YEw， 必 有 1 二 9,，4，BEw， 使 得 
r+ 二 J(i,8,B6), 这 是 因为 w 对 于 KK。，KK!， 攻 :是 封闭 的 ， 故 有 i，&， 
BiH Bi=Ki(Y), @=K(Y), B=KAY), 并 且 有 ?=J(KolY)， 
Ki(7)，K2(7))= 二 J(i,0,8)。 所 以 ， 有 YEran?， 从 而 
ran] =u. 

AR (9.37), RUA: WEB, RLI, G1, G2, By, 
BoE u, 下 式 

Ci Æi BISCRE B2) —> ACi BD E ACRE, B2), (9.38) 
因此 ， 我 们 有 J 为 9xw* 关 于 S 和 w 关 于 € 的 一同 构 。 

据 7j， 我 们 定义 广 如 下 ; ERA, HLA dom 7 二 9Xaol， 并 
且 对 于 任意 的 4，hBEw，G(l4) Eao，G(8) Ea。， RNS 


ACGA), GD=GC 28))。 (9.39) 
式 (9.39) 就 可 以 写 做 
Jili, Bi) = GC F(t ,02,B2)), (9,40) 


Hiha, Bia, He, =G(e, ), B= GC Ba) IR E a= G'a), 
8:=G-p8 .现在 ， 我 们 打算 证 明了 画 数 J1: 建立 了 《9Xxci，S7? 与 
<ao，《E > 之 间 的 一 同 构 , 现 在 ， 我 们 有 了 domyt=9XC&i，ran 太 = 一 
zo。 因 为 由 定理 的 前 提 条 件 ,G 是 Cw,€ > 与 co,Ey> ZAK CH 
关于 属于 关系 €E 的 一 同 构 ) ,由 此 就 获 得 WER MWe, t 
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B, B2 Eu, 有 
mi, BORA, B) 
> lG), GCBY)>R<Ga,), GCB)’ 
Mil, SER Ha, 0% Bi, BEURTE 
KG GTB RIGT! (a2), GCB) > > 
《al Bi>R<a,, Bo», 
HHYi, ROM, A 
<i, Ei), GEB DS, Go'(@2), GCB: <—> 
<i, GBirS<k, G2, Bz>。 

RE, G2, By, BrE A Hi, C, BSk, G2, B2), RE, 
我 们 就 有 iG), GCS, G (a), G'(B2)>. HBR 
(9.38), RNA 

jli, GC), GB.) EIC k, GC), G (B82)), 

再 次 运用 C 关 于 E 同 构 性 ， 我 们 就 有 
GOGG, G Ha), GNRIÐEGC C, Gaz), 
G-(B2))). (9.41) 
Hest (9.39) 与 式 (9.4D 就 获得 
git, Qis B) E ik, @, 2) 。 
由 此 ， 我 们 就 获得 了 7 是 (9Xwi，S) 与 人 wo，E > 之 间 的 一 同 构 的 
证 明 ， 

RME i= Oxa, R A domj:=9Xx0;, E ran4s 为 
一 序数 ， 不 妨 记 它 为 Ba。 这 样 ，7s 是 <9X0: ，S> BB E> RITA 
构 , 但 荐 由 定理 ?2,49 任 一 良 序 集合 对 序 数 的 同 构 是 唯一 的 ， 所 
WU, ABi=e, p= ie 因此 ,对 于 &,68Ew，i 达 9， 有 

i(i, Goa), GED =} (i, Gla), G(B)) 
=G ilts 4 Bd). 
Has eae, Fi @, BEu, 等 价 地 就 有 
Ji, G), GB))=GCJG, @ B)), (9.42) 
也 就 是 
JG), GDG, R), (9.43) 


+ 246 + 


这 就 完成 了 定理 中 前 ~- 部 分 的 结果 。 至 于 定理 第 二 部 分 的 结果 ， 
可 由 式 (9.43) 直接 获得 。 

定义 9.7 ”如 果 集 合 v 上 Con .zeCOoOn 对 一 元 计算 到,， 天 :和 二 元 
运算 J ;是 封闭 的 ,G6 为 (4,€) 与 《4w， 世 6) 之 闻 的 一同 构 ， 则 称 C 为 
4 与 w 的 闭 同 构 。 

由 定理 9,32 结 果 ， 可 知 该 定理 中 的 G6 是 w 与 4 的 一 闭 同 构 ， 

定理 9.55 如果 6G 是 x 与 w 的 一 闭 同 构 ， 则 C 对 于 “上 的 二 元 
运算 1, 也 是 同 构 的 . 亦 即 ， 对 于 任意 的 &，8E 都 有 

Ji(Gla), G(B))=G( (0, B)). 

证 明 设 G 为 (w，E > 与 (Co，E > 之 间 的 同 构 ， 其 中 co 为 一 
序数 . 设 G; 为 mm，6E > 与 (Bo，E> 之 间 的 同 构 。 由 题 设 ，C 为 
(u, E> 5w, > 之 间 的 同 构 , 因 此 (wy E > 与 (8o，E > 也 是 同 构 的 。 
据 定 理 2,49，po=co， 并 且 有 G=GaioCru， 

现在 ， 对 于 G, 运 用 定理 9.32. 对 于 gc，8E%w， 有 

JG), GiB))=GKJK@,8)). (9.44) 
这 时 ， 由 于 G1(4)，G1(8)Eao， Rh Ke, © W EER 
9。32 的 前 提 ， 因 此 ， 运 用 式 (9.44) RA: 
JAGi'(G1(0)), Gi GB) =G JAGE), 
G (B) =G; (Gd Ta, B))}. 
由 此 ， 我 们 有 
10CGilG)C)， (GitoG (BD =(Gi G:a, 8)), 
亦 即 

J&G(a), G(B))= 

G(JiC@, B)). (9.45) 

K (9.44) 就 是 我 们 欲 
证 的 结果 。 

定理 9.34 若 G 是 ww 与 w 
的 一 个 闭 同 构 ， 风 对 于 任意 
ecu, A 
@€ranj/;,>G(a)Cranfi. 图 9.6 G(a)=G.-\(G,(ea)) 
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证 明 HeCran/, HaFet K, Kw, BA 
B=K,(a), Y=K2(a@), (i 
a=J(B, VY). 
其 中 8，yEw， 这 样 ， 由 定理 9.33， 有 
G(@)=G( JB, Y))=JiCG(B), GCY)), 
由 区 我 们 有 G(Cc) eran/J;. 


811 ZF-V =L>ACAGCH 


现在 ， 我 们 仅 需 证 明 选 择 公理 与 广义 连续 统 假 设 是 能 够 在 
ZF 中 从 V = 上 的 前 提 下 获得 的 . 

定 玛 9.35 ZF HV =L>AC, 

证 明 ”这 一 定理 是 断定 在 上 中 选择 公理 成 立 ， 我 们 只 需 证 明 
在 忆 中 让 序 定理 成 立 . 换 言 之 ， 对 任意 的 可 构成 集合 S， 都 有 5 的 
一 自序 关系 荆 .我 们 米 定 义 这 一 关系 ， 对 于 任意 的 +*，y E55， 令 

Tix, y) 当 且 仅 当 Ddv<Ody。 
显然 ， 这 是 S 上 的 线 序 关系 ， 并 且 对 于 任 并 不 空 的 SCS， 我 
们 令 序数 集合 
{Odri xE Si} 
的 最 小 元 为 B， 这 时 ，F(B8)EL， 就 是 $1 中 关 王 关系 T 的 首 元 素 。 
定义 9,8 设 xEL， 且 x=F(&) 为 不 空 ES, BNI 
集合 
{Ody|y E x} 
WR bait CC), MRA RBA A IC. 

由 定理 9.7 , 易 证 ,对 于 任意 的 序数 w， 都 有 C(c )<w。 

ATARAZEPV =L>GCCHWMIEM, RENE PR 

室 理 9.36 ”对 于 任意 的 序数 c .都 有 

F(G,)~Q@as 

证 明 ” 据 定理 5.17， 我 们 有 
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F= tan(F} o.) <0, =2, 
成 立 , 同 时 ， 对 0o。 的 子 集合 oo Vran/ Ki, BHP MPAA 
HORA, LIA, WRB APY (不 妨 设 $<7?)， 开 且 B， 
YEo, NranJce， 这 样 ， 据 定义 9.1， 就 有 (8)EEF(Y)， 从 而 
FAF). SAW He 9.3, A 

ran(/f a3)C@, VranJo, 
且 J 是 一 对 一 的 ， 所 以 ， 有 
Oq<O, f\ranJ, 
<ran( Fl (a, Mranfo)) 


<ran( Fh oa) 


Ait, RNA F(O.) =0.. 

定理 9.37 ”如 果 G 是 x 与 ww 的 闭 同 构 ， 且 4 与 % 对 于 定义 9.8 所 
确定 的 一 元 运算 C 是 封闭 的 ， 则 C 是 关系 

{Ke，8> Fia) E F(B)Aacu/ABE 4}, 
{<a, B> | F(a) =F(B) Ag EuNB Ew 
MAW Mas, MEIER, BEu, 有 
F(a) € F(B)<— F(G(@)) E F(G(S)), (9.46) 
F(a)=F(8)<—F(G(@)) =F(G(8)). (9.47) 

证 明 我 们 使 用 对 1=max{e，B} 作 归 纳 的 方法 去 完成 这 一 
证 明 。 我 们 将 假定 对 于 任意 的 wk，8Ew， 当 64，8<1T 时 式 〈9,46) 
与 〈9。47) wean. Rake, BEu, maxia. B} 一 ?给 出 相应 的 证 
BR. 

在 1 二 maxta，B} 的 情况 下 ， 仅 存在 着 三 种 可 能 性 :( 1 ) e= 
B=; (2) a=, BT; (3 \B=n, ac. 对 于 (1 HO. 46) 
显然 成 立 〈 因 为 > 两 边 均 不 能 为 真 )， 式 《9.47 的 < 一 两 边 
均 成 立 ， 因 此 式 9.47) RE. 对 于 (2 与 (3) 我 们 仅 需要 
TERM Fa, Bn, a,BCu, FREPRP HRM: 

F(a) € F(1) <> F(G(@)) E FCG), (9.48) 
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FEN) E FCB) <> F(G(1)) € F(G(B)), (9,49) 
F(1)= F(8)<—> F(G(1)) = F(G(B)). (9.90) 
FEW LAS, BTA A t A Rs SF aon 
a, Boul MBNA 
F(a) C F(B)<«>F(G(a)) C F(G(8)), (9.51) 
F(a)= F(8)<—> F(G(a))=F(G(8)). (9.52) 
WBS AHE, Beran Ah) HV, Fran FP oN 
nN) NY, feran(Flwitwrs ran F? Cw NGN) ida 
Bik, RMAC, UEY 《如 图 9.7). 


区 3.7 VeVi, VaCys 


RIPARATA FoG FD Er: 上 定义 一 个 到 Y 上 的 一 对 一 
AU PRM RR (9.52)， 当 cEwu 由 1, w= 二 F(a)》 W, H 
B—-M-M AAC =F(GCe)). BAAR 0.51), H re 
到 Ys 上 一 个 关于 的 同 构 映射 ,依据 定理 的 前 提 和 归纳 假设 ， 与 
w, NGG) 都 完全 对 称 的 ， 

(一 ) ”函数 如 对 于 三 元 关系 

{zs y> l= Cx, y} 
和 站 元 关系 
{zx yur [Z= x, ym} 

URÈUSISD 都 是 一 同 构 映 射 ， 

为 证 明 《一 )， 我 们 先 给 出 八 项 预备 性 命题 : 
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sd 


(1) ?关于 基本 运算 是 封闭 的 。 

KEAN: Ma, yer, He, BEw 使 得 x= Fla) M y= 
FCB), HAMS J: BRAM. KSI¢,8) Cu, FARE 
9.8, RB Fils, yer. RU, WME x,y, EY, RA xy, 
desy, <4. 9, <x, 2 和 x 们 ran(O 让 yy) 也 在 ?7 中， 特别 地 ， 
Hx Nran(Of{y} Er. 

(2) «EV ~Od(ix) Eu 

这 是 因为 : 由 (1) hey. AURA - eC uf Bix} = Fle). 

由 前 提 有 C(4)Ew， 且 有 Od(x)=C(a). 因 此 ，0d(x) En. 
(3) (2EPDA(4#O)>x NY =. 

这 是 因为 ， Hen, Hecu Fle). 由 w 对 C 的 封闭 
te, Cl@)eu, Aik, FCEE, 又 因为 x 去 65， 且 据 定义 
9.88 F(Cla@))Ex, FW, «NH. 

(4) {x,y} EYi>xs EYAYE, 
CK, y EV KEV AVEN, 
KH, VO EVM KB EMAVEMAZEM. 

这 是 因为 ， 据 * 是 {x} 的 仅 有 的 一 个 元 素 和 和 03), fx} Ey 
4Ey 并 且 若 {z, 欠 Eym， 由 (3) 就 有 xyxEym 或 者 yor, BE 
EV PCL ) 有 {x} CV IFA {x,y} {eh} CV RRA Ly} EN. 
因此 ，y E74, 类 似 地 ， 假 定 yEY?!， 也 可 以 获得 x E71。 重 复 上 述 
证 明 过 程 ， 就 有 和 欲 证 的 另外 两 个 结论 。 

(5) EV: Ate, y EQ yE, t#5. 

这 是 因为 ， 先 考察 06s， 有 序 对 的 交换 ， 当 x,y>E 0s 时 ， 有 
2 使 得 = (2,0), yu. AR eer, Beur H 
《4 )， 有 zE71，w E71, 这 样 ,; 据 C1), A ue E71, Byer. 
重复 上 述 过 程 ， 就 可 以 获得 0;，0s 时 结果 成 立 。 现 在 我 们 考察 
OWI, Be ren, <r, yO. RR Qe SCAT 知 * 是 
一 有 序 对 ， 且 x 的 第 一 元 就 是 y， 即 有 2 使 得 5= 《7,s>， 这 样 ， 据 

C4), yer. 
PLR YE 
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C6) ser AvyEx>(yER>yE 2). 
这 是 因为 : 4+e=-Od(y), BH (2), 有 QEw, 并 且 由 于 Od(y) 
过 Od(x) 达 1， 据 定理 9.7， 有 Ew 人 入， 这 样 ， 就 有 E72;。 
(7) yEF(MAYEP YEY,, 
这 是 因为 , 据 定理 9,7, 有 0d(y) <n, MH (2),0d(y) Eu, 
Aik, HOd(y€uNt, 于 是 y evo. 
(8) {x,y} EYr>x EPA YEY» 
Cx, y) EV >%EV A YEY,, 
XVI EV EVA vE VALE Vas 
这 是 因为 ， Hix, y} CV, “RA E {x,y}，xE7?， 因 此 ， 
据 (7 )， 有 YEy7， 类 位 地 有 yEyaz. 对 于 有 序 对 和 三 元 组 ， 重 复 
上 述 过 程 ， 就 可 获得 欲 证 结果 。 
现在 ， 我 们 来 完成 (一) 的 证 明 ， 首 先 考 察 {x,y}, RNA 
望 证 明 
XVIEV 2—={%,y} <—> H(z2)={H(x), H(y)}). 
(9.53) 
因为 由 于 前 提 的 对 称 性 ，x，y，zEY RSG FACe), Hy), 
HD EY AN, MRA) ={H (Os), Ay) RA H(x) CA), 
Hy) EH(z), 又 因为 日 是 由 ?到 Ys 的 一 个 关于 € 的 同 构 映射 ， 所 
以 ， 有 xEz，yEz， 因 此 ，{;Y} 忆 zo 又 因为 x*,y,zEP1, 所 以 ， 
由 (1), Mette, y} Cr. E C3), 44r, ys HOR, F 
FEUEV:, Bue ledr, y}) Nz, Maze z+ {x,y}, AW 
z€v.,, PRD, B (6 )， 有 24E7 但 是 uCz, ute, uty, Al 
wh, Hw) EHC), H(u)#H(%), H(utH(y), 又 因为 了 HH 是 
一 对 一 的 且 对 于 E 同 构 , 而 这 就 意味 着 H(z) 关 {HC(x)，H(y)}。 
这 是 一 个 矛盾 ,因此 ， 不 可 能 有 2z 一 {X,Y} 关中 ,立即 有 z 二 {x,y} 二 
$. 综 上 ， 有 2 二 {%,Y}, 有 反之， 如 果 设 z= {x,y}, MÆ MET AR 
得 H(z)={H(x)，H(Yy)}。 
建立 且 对 于 z= 《x,y) 辐 构 性 的 证 明 , 也 就 是 需 证 胃 : 
By VohEV2>(2= 64, y) <-> H(z) =H (x), H(y))), 
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Bs, Beze—<x,y> RRB, c= {lx}, fv, yt}, Az, 
有 {x} Era ix yeh, FEAR U=), Ay) 
{H(x), H(y)}, B® 

A(2)={H({x}), H({x, y})} 
={{H(x)}, {H(x), Hyh} 
=4H(x), H(y)>. 

其 次 ， 假 定 H(z)=<H(x)，H(y)), MHW =H}, 
{H(x),H(y)}}, RA) = {H(x)},H(v)={H(x), H(Y))}, 
据 式 (9.53)， 就 有 w= 二 {x}，v= {x,y}, AMA 

z= {u,v0} = {{x}, {x,y}}= 7, y>. 

对 于 三 元 组 的 情况 ， 仅 需 反 复 重 复 上 述 过 程 即 获 得 欲 证 结果 
成 立 。 
现在 考察 Cs， 我 们 需 证 明 ， 

x, y EVs, Y) COse><A (x), Hy)? EQs)- 
(9.54) 
假定 <x,y》E Qs， 因 此 ， 存 在 z 使 得 + 二 《<y,z>. 据 (8 )， 有 
szsE7;, 因 此 ， 有 H(z) = 五 (7)， 巨 (z)>， 这 样 ， 据 式 〈9.24) 我 
们 有 
Hy), H, H(y) EQ 
亦 即 有 <H(x)，H(y)》EQs。 

BŽ, BEH) Hy)’ EQ, RARER, 和 式 (9,24)， 
H(x)=<H(y)，H(z)), 因 此 ， 有 x 一 《y sg H Yyy E Qie 
这 就 完成 了 式 (9,54》 的 证 明 。 

0, 是 直接 从 Qs 获得 的 ，Qe，Q% Qs 是 由 它们 的 定义 使 用 有 序 
对 和 三 元 组 的 辣 构 性 直接 验证 的 ， 这 里 从 了 略 、 

(二 ) 我 们 来 归纳 地 证 明 式 〈9。48) ,为 此 ， 首 先 证 明 ， 对 于 
任意 的 2E"TNw， 都 有 

Fla) EFOMN>F G0) E€ F(G)). (9.55) 

这 样 ， 我 们 假定 (a)E 天 (9)， 并 且 按 照 序数 人 E ranJ 的 指 

标 ; 的 数值 区 别 九 种 情况 寻求 欲 证 结果 ， 
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1。 假定 i=0， 即 1E ran 了 6。 据 定理 9.34， 有 G(W) Crant, 
Buh, HELI LA (1) = ran CF) 2) HEG ) =ran( FCM). 
因为 G(4) EG( 和 )， 所 以 显然 有 F(G(0)) EF(G(D)。 

2。 假 定 i=1， 凤 TE ranJ， 于 是 14= J 1(8,?)。 由 w 封闭 性 ， 
有 B,?Enw 且 B,? 之 1 据 定 理 9.33， 有 GOD=Ji(G(8)，G(Y))， 
由 此 ， 我 们 有 

FD={F(8), FO}. (9.56) 
F(G(")) ={F(G(B)), F(G(Y))}. (9.57) 

AWREF OCF), MAHA 0.56) A F(a)=F(8) 
RF (@)=F (VY). Ak, FAAP (9.52), RKF GU) = 
F(G(8))aUF (G(@)) = F (GY) tah: FGU € FGO), 
F(G(y))}, Ax (0.57), RB: F(G(@)) CFG). 

3. BEr=2. EINE ran]J2 Ait, 1=J2(8, Y) BG()= 
JGB), GY)), B, EUNT. KR, F(A)=ENF(8), H 
FGM) =EN FGB). FEF) EFU). WF (a) € F(8) EHF) 
EE。 据 归纳 前 ER (9.51), RE 1 FGO) EFG). A 
Fla) E EBS Ex, y EF a= y HE y. BAFE Y, 
据 上 述 命题 (8 )， 有 x，yE7;， 再 依据 命题 (一 )， 有 F(G(&)) 
=<(H(x), Hly)>. 另外， 由 xy WARS AC «CH y). WE 
F(G(@@))€E, MitRF(G(@)) CEN F(G(B)). Bp 
F(G(¢))€ F(G(™)). 

4, 假定 ?=3， 即 9EranJs。 于 是 和 =Js(B, Y), GO1)= 
JG), GY)). Mii A FO) =F(8)+F YY), H FEGA) = 
F(G(B))+-F(G(Y)), HBr eu, Be FCQCKM, F 
FEFEFE EF). IAW MRA (9.51), 获得 
F(G(@))E€F(G(B)), BF(GC@e)EF(GCY)). 因此， 有 
F(G(a)) € F(G(%)). 

5. Bæi=5, BNE ran],.F#1=J 8,7), GM) =J5(G(B), 
GY), APL YEuNN. Mita, F) = FCB) N rant FY)), 
F(G()) =F (G(S)) Nran(Qt F(U). EF MEF), 
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M Fa) EFB), F (@) E€rantQ F (Y)). BF (@)€ F(1), 
EF) EFB), F(a) Eranti F(y)). BAY 1.31, E 
F(Y) Nran(Qs}{F@)})4#¢.8, FOE, FOE, 所 
以 由 命题 (1), A 

(F(Y) Aran(Qs"'f {F(@)}) En. 
据 命 题 03),  teu€y, Bue FY), Hu€ran(Qs;'f 
{F(@)}) AAFO E774, 所以, 据 命题 (6) Auer. 又 因为 
uE F(Y) Bu, F (a)y E Qs, FERH (a) E F(G(Y) AK (a), 
F(G(@))>€Qs. Wm C), KOR EFG )) Erant 
F(G(Y7)). 又 因为 由 F(a)E FM) RAF (G(a)) EFG). 从 而 
我 们 就 获得 了 F(G(0)) EFG). 

6。 假 定 1=4,6,7,8 之 一 时 ， 即 7E ranJ ,其 中 i=4,6,7 ,8， 
FH1=J:(8,Y), GM) =J(G(8), GO). 其 中 B6,7Ew 们 1, 因 
IL, F (1) = F(8) Nran(Q} F(v)) dF (@) © FO), RFE 
FCB), BF(a)€ran(QfF(Y)). 由 此 ,获得 严 (G(a ))E 
F(G(8)), MABA—*e FY) AEB, FO) ECOAXEVM RAH 
F Era WAC. KR, Hi (-), AH), 
F(G(@))) CO; HAs) CF (G(Y)). At, BF (G(@)) Eranti 
F(G(?))) BF (GCs)) EF (GN)). 

综 上 各 情形 ， 我 们 已 完成 了 式 〈9.55 ) 的 证 明 ， 运 用 定理 
9.37 中 前 提 条 件 “ 与 @ 的 对 称 性 质 ， 类 似 地 可 以 获得 式 

F (G(@)) € F(G(")) > F (a) € F() 
的 证 明 . 这 样 ， 对 于 任意 的 c,8Ewny 我 们 已 证 明了 
F(a) € F(1))<+—F (G(@)) € F(G()). 

这 就 是 完成 了 式 9.48) 的 证 明 . 由 式 〈9.48)， 我 们 可 以 直 
接 证 明 式 (9.50). 

(=) 设 严 (9) #F(B), AREFE 4+ OM BF (A) 
Fn). 据 命 题 (1), 有 FEME) EY, (FB) 
FC) EY1, 从 而 据 命 题 CG) 503), Ame ri Bu (F 
F(B)) m#u€ FEFE). Blk, Aue FOO Rue FB). 
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` 管 哪 一 种 情况 ， 据 命题 (6) 和 C7), WEE RH, R 
R—ATE, AiG Ba € (F (1)+F(8)). Fee FOMD 有 wxw 4 FCB). 
据 归 纳 前 提 式 (9.51), A Au) E FG), A (u) F(G(B)). 
Alt, F(iG())4#F(G(B)). SH, RH REH TEN) 
F(B)>F(G()) #F(G(8)). RZ, MRIN 对 称 性 ， 可 得 
F(G()) #F(G(B))>F (1) #F (8). KRMRTR (9.50) 的 
证 明 。 

出 式 (9.48) 和 (9.50)， 我 们 可 以 获得 对 式 (9,49) 的 证 
明 。 

RF (MN) CF(B), 46=Od(F(1)). PERL, HALBL 
据 命 题 (2). Ao<uNt. HOME, RHA FM =F). A 
1 AF (6) € F(B). MR FO) = F(6) , 据 式 (9,50), AFG 
F(G(6)). 而 且 据 归纳 前 提 式 (9.51)， 有 F(G(0)) € F(G(B)). 
因此 ， 有 F(GCT))E FCG( 8B ))、 这 样 ， 获 得 F(T)EFP(B) 一 
FG(WD)EF(G(B))。 运 用 前 提 条件 的 对 称 性， 就 获得 了 式 
(9.49) 的 证 明 。 

综 上 ， 我 们 就 完成 了 定理 9.37 的 证 明 ， 

定理 9.38 如果 &wCOn 且 u 关于 一 元 运算 C,K1， K: 和 二 元 
AJo Jo =, JESA, GE, E > 与 (oo，E > 的 一 同 构 
映射 ， 其 中 (为 一 序数 , 则 6 是 对 于 关系 

{a B F(a) € F(B) Nae u\BEeu} 
的 一 同 构 映射 ， 亦 即 ， 对 于 任意 的 c,8EGow， 有 
F(a) € F(8)<—~F(G@)) E F(G(8)). 

证 明 ”这 是 由 于 4 与 co 满足 定理 9.38 的 前 提 条 件 ， 序 数 z。 对 
FC, Ki Ka Jo Jo o's /是 封闭 的 .所 以 ， 4% 与 4 满足 定理 
9.37 的 前 提 条 件 , 这 样 ， 据 定理 9.37 即 获得 欲 证 结果 成 立 。 

29.39 AV=-L,WHFERM Re, RWA 

DPF (0.)) CF (@a41). 

证 明 UTERHBen Bue MF (o.)), MuCEF Oa), 

HV=L, FERS, HRu= Fo), $ uh hoU {6} HR, 
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使 用 一 元 送 算 C， 民 ,， 开 :和 二 元 运算 7 4 Jo "aJo BE 5.19 
所 获得 的 闭 包 , 据 定理 5.19，2 是 一 集合 ,并且 %=@o，“* 是 一 序数 
的 集合 ， 所 以 ，w 是 由 € 所 良 序 的 ， 并 且 ww 同 构 于 一 序数 co。， 设 这 
一 同 构 映射 为 G， 这 样 ，ran(G) w)=ao， 据 定理 9,38， 对 于 任意 
hee, Bu, A 

F(a) € F(B)<—>F(G(a))€ F(G(8)). 

Edu, MA GO) Geo. MEO) <oo。 又 因为 G 作 为 一 同 构 
挟 射 ， 它 是 一 对 一 的 ,所 以 ,&o =4=oo, 因 此 ，o<oss G 
@ari。 对 于 任意 的 8Ew， 都 有 

F(BEFO)<—> F(G(B8)) EFG)), (9.58) 

同时 ， 由 % 的 定义 ，o.Cx， 而 且 ，o。 作为 一 序数 ， 它 是 传 
递 的 ,因此 ，@%, 是 w 的 一 个 EE 前 节 ， 且 @%。 被 映射 G 映 到 2% 的 一 个 E 
前 节 , 据 习题 4,18，%。 在 G 之 下 映 到 它 自身 ， 即 

Oa =ran(G| 0a), 
这 样 ， 若 8Eo， 则 G(8)=8. 因 此 ， 对 于 LEO, RNA 
F(B) E F(6)<~—F (8) E F(G(6)), 
也 就 是 说 ，F(6) 5F(G6)) 在 集合 F(%,) 中 恰 有 相同 的 元 素 ， 
即 
F (8) F(@.)=F(G(6)) N F(a.) (9.59) 
然而 ， 由 假设 w= F (6), F(O)CF(o.), WE, 5009.59) 
我 们 有 
w= F(6)=F(G(6)) N F(a,), 
又 因为 我 们 已 经 指出 ，G(6) 过 @,,:,， 据 定理 9,10 我 们 就 有 Od(w) 
LOaris WA Z, Eran Floan), RAW FC@nd= 
ran( Ff o.) WA 
“aC F( 0,41), 
从 而 有 PCO) F (0.41) ,这 就 获得 了 和 欲 证 结果 ， 
定理 9.40 ZF-V =L>GCH., 
证 明 py GE FEO. 39 ANE 9.36, ITERATA, 4 
PF Qo) SF (@a+1) =Gasiy 
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而 由 不 等 式 的 左边 ， 有 
PF lo) = Fed 
m2°a, 
据 定理 5.5 和 上 述 不 等 式 有 ， 
Oa 2° a Oa tty 
因此 ， 就 有 2"“* 一 Oo 这 就 完成 了 定理 9.40 的 证 明 。 
注 记 9.4 在 推演 GCH 的 过 程 中 ， 仅 在 定理 9.39 中 使 用 了 V 
二 上 ,换言之 ， 定 理 9,36 一 38 是 与 VY = 上 是 否 成 立 不 相干 的 。 
注 记 9.5 WERMNEBEMT, MAZFEDIAN, WLI 
ZF+V=L+AC+GCHAIL ZF +AC+GCH, 这 就 证 明了 ， 如 
果 ZF 是 协调 的 ， 则 ZF + AC + GCH 仍 然 是 协调 的 .因为 ,如 果 结 论 
不 成 立 ， 就 一 定 有 一 命题 B， 使 得 
o, ZF +AC+ GCH} BATIB, 
从 而 有 公式 4，4:，…，4。( 每 一 4， 近 5 去 7 都 是 ZF 中 一 公理 )， 
使 得 
KAA: AA,AACA GCH>BA IB, (9.60) 
A (9.600 是 一 条 逻辑 定理 ， 因 此 ， 据 定理 6.10， 我 们 有 
FF4 A AAt A CAC) LA (GCH), >BLA\ IB.. (9.61) 
据 定 理 9.24， 定 理 9。31， 定 理 9。35 和 定理 9.40 我 们 有 


ZEFA A ALa ACCAC) A (GCH) L, (9.62) 
这 样 ， 由 式 9.61) 与 (9.62), RNA 
ZEH BA IB, (9.63) 


9.63) 与 ZF 协调 的 前 提 相 矛盾 ， 从 而 就 获得 了 如 果 ZF 是 协 
调 的 ， 则 ZF + AC+ GCH 是 协调 的 ,至 此 ， 我 们 就 实现 了 本 章 证 明 
AC，GCH 相 对 协调 性 的 目的 。 


§ 12 上 的 另 一 定义 


为 了 进一步 熟悉 哥 德 尔 的 方法 ， 我 们 给 出 哥 德 尔 构造 上 的 男 
一 种 方法 ， 
在 第 六 章 8$ 12 中 ， 我 们 引进 了 ZF 可 定义 类 的 概念 ， 建 立 了 
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它 的 初等 性 质 , 定 理 9.23 给 出 可 定义 类 是 可 构成 类 的 条 件 , 也 就 是 
说 ， 任 一 可 定义 类 C， 若 CGL， 则 C 是 可 构成 的 ,定理 9.16 给 出 
了 可 构成 类 为 可 构成 集合 的 条 件 KEE 理 说 明 ， 可 定义 集合 与 
可 构成 集合 是 有 联系 的 ， 本 节 我 们 从 可 定义 集合 出 发 建立 可 构成 
集合 的 概念 ,我 们 将 继续 使 用 定义 6.11 中 的 记号 。 
定义 9.9 对 于 给 定 的 集合 S， 如 果 有 一 ZF AK AG, ea, 
Xn), 和 集合 如 ees trES, 使 得 
y= {2| ESAL shis to)}, (9.64) 
则 称 y 是 S 的 可 定义 子 集合 ,其 中 A 为 由 定义 6.11 给 出 的 4 的 受 转 
于 S 的 公式 , 令 
PoS = {y | y RSHZF AE MPFREY, 
S =S U PS), (9.65) 


注意 ，S'Co(S)U S, 当 3 为 无 穷 集合 时 ， 据 AC， 可 以 获得 S' = 
S. 
49.10 
M.=, 
M.=(UM,)', 
Lo= U Ma» 
zeEOnan 


换言之 ， 对 于 任意 的 集合 x*，%E Lb 当 且 仅 当 有 一 序数 <， 使 
得 x EM。，。 

定理 9.41 Lo=L. 

证 明 ”首先 使 用 超 穷 归纳 法 证 明 上 LoCZ .对 于 任意 的 序数 w， 
假定 对 于 每 一 8<e， 以 及 任意 集合 %， 若 %E Me， 则 x 是 可 构成 
的 ， 即 x EL, 我 们 来 证 明 ， 

Vy(yE Ma >y EL). (9.66) 

车 对 于 任意 的 集合 yE M。， BS= UMass 据 归纳 假设 的 前 


提 ， 有 SCL, 因 此 ， 由 定义 9.9，yCL， 并 且 y 是 一 可 定义 集合 ， 
据 定理 9.16， 则 有 yEL, WRAEK, A (9.66) Mar. AK, 
LocL. 
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其 次 ， 我 们 来 证 明 LCLb。, 对 于 任意 的 序数 kz， 如 果 我 们 假定 
对 于 每 一 序数 8<e，F(B) 都 是 属于 上 Lo, 那么 我 们 就 能 证 明 FF(4》 
也 恬 于 Lp, 这 样 ， 依 据 超 穷 归 纳 法 ， 就 获得 了 欲 证 结果 ,为 一 序 
数 ， 据 定理 9.1， 必 有 一 :过 9， 使 得 eE ranJ,. 当 i=0 时 ， 据 定理 
6.28 和 注 记 6.10 获 得 玉 (a) El 3; 当 i 才 0 时 ， 由 于 八 个 基本 运算 以 
及 K!，K: 都 是 ZF 可 定义 的 ， 从 而 也 容易 获得 F(a) C Loe 

综 上 ， 我 们 完成 了 定理 9,41 的 证 明 ， 


9.1 
9.2 


9.3 


9.4 


9.5 


9.6 


9.7 


9.8 
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J ff 
斌 证明: 四 的 任 一 有 穷 子 集合 都 是 可 构成 的 。 
证 明 ， 若 5 是 一 不 空 的 可 构成 集合 ， 则 站 3 是 可 构成 集 


A 


对 于 由 式 (9,24) 所 定义 的 QO4,Q0s， 和 任意 类 C， 试 证 
As 

(1) ran(QhOo=CxVv, 

(2) ran(Q,sC)=ranc. 
试 证明， 对 于 定义 9.10 所 给 出 的 MT。 和 任意 的 序数 wa ,都 
有 QE Mas. 
EW, 对 于 任意 的 无 穷 集合 S， 都 存在 着 5 的 一 子 集 
合 Si， 使 得 51 不 是 ZF 可 定义 的 。 
设 册 4 是 由 定义 9.10 所 定义 的 ， 试 证 明 y= 二 及。 是 ZF 
可 定义 的 。 
REW: KASCM,AZF 可 定义 的 ， 并 且 这 一 关系 可 
RRALTAR, 
试 证 明 : VELA" P. 


第 十 章 AC,GCH 相 对 于 ZF 的 独立 性 


本 章 的 目的 是 建立 科恩 的 独立 性 定理 ， 如 果 ZF 是 协调 的 , 那 
AZFEF+VÆL, ZF + IAC 和 和 ZF + AC + -IGCH 都 是 协调 的 . 科 思 
为 了 证 明 上 述 定理 ， 他 创立 了 一 种 强 有 力 的 论证 方法 ， 并 称 之 为 
力 迫 方法 。 我 们 力求 通俗 地 严谨 地 陈述 科恩 的 力 追 方法 ， 并 运用 
这 一 方法 去 建立 欲 证 结果 的 证 明 。 


§ 1 ZF 的 协调 性 问题 


在 第 六 章 中 我 们 曾经 指出 ， 如 果 ZF 是 协调 的 ， 则 它 的 协调 性 
在 ZF 中 是 不 可 证 明 的 ， 这 是 1931 年 哥 德 尔 不 完全 定理 的 一 个 直 
接 的 推论 . 哥 德 尔 的 这 一 定理 是 对 形式 的 皮 阿 诺 算术 系统 来 讲 的 ， 
而 实质 上 对 于 任意 的 足够 丰富 的 (能够 表达 算术 加 法 与 乘法 的 ) 
形式 系统 它 都 是 成 立 的 。 哥 德尔 的 这 一 重要 定理 可 以 陈述 为 两 个 
部 分 ， 第 一 部 分 ， 如 果 一 形式 系统 是 足够 丰富 的 〈 亦 即 能 够 表达 
算术 加 法 和 乘法 ) 县 是 协调 的 ， 则 在 此 形式 系统 内 有 一 形式 命题 
4， 使 得 在 这 一 形式 系统 内 4 与 14 都 是 不 可 证 明 的 ;第 二 部 分 :对 
于 任意 的 足够 丰富 的 协调 的 形式 系统 来 说 ， 它 的 协调 性 在 这 一 形 
式 系统 内 是 不 可 证 明 的 .ZF 公理 系统 可 以 推导 出 皮 阿 算术 公理 ， 
因而 ZF 是 足够 丰富 的 ， 因 此 ， 如 果 它们 是 协调 的 ， 则 它们 的 协 
调 性 在 该 系统 内 是 不 可 证 明 的 ， 也 就 是 说 ， 当 人 们 把 “ZEF 是 协调 
的 ”表达 为 公式 consis(ZF) 时 ， 就 有， 车 ZF 是 协调 的 ， 则 有 
ZFh-consis(ZF). 

哥 德 尔 不 完全 性 定理 在 数学 史上 是 有 着 重要 地 位 的 ,本 世纪 
初 为 了 解决 数学 基础 的 困难 问题 ， 希 尔 伯 特 提 出 了 一 个 影响 深远 
的 方案 ， 人 们 称 之 为 希 尔 伯 特 方案 . 按 照 这 一 方案 ， 对 于 每 一 个 
足够 丰富 的 数学 分 支 都 可 以 建立 相应 的 形式 系统 ， 也 称 它 为 相应 
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分 支 的 形式 化 系统 或 形式 理论 (如 象 皮 阿 诺 形式 算术 系统 是 初等 
数论 的 形式 化 系统 ，ZFC 是 康 托 尔 集合 论 的 形式 化 系统 等 )， 使 
得 每 一 数学 分 支 中 的 直 党 定理 对 应 的 形式 命题 在 相应 的 形式 系统 
内 都 是 可 证 明 的 ， 每 一 直 沉 的 非 定理 (或 假 命 题 ) 所 对 应 的 形式 
命题 在 相应 的 形式 系统 内 都 可 以 否 证 明 (也 就 是 说 ， 这 一 形式 系 
统 是 完全 的 ， 即 系统 内 的 每 一 形式 命题 或 者 是 可 证 明 或 者 是 否 证 
的 , 即 这 一 形式 命题 的 否定 式 在 系统 内 是 可 证 明 的 )， 并 且 如 果 相 
应 的 形式 系统 是 协调 的 ， 那 么 它 的 协调 性 可 以 在 此 系统 内 形式 化 
为 一 形式 命题 ,而 且 这 一 形式 命题 在 此 系统 内 是 可 以 证 明 的 , 希 尔 
伯 特 方案 还 有 几 个 要 点 ， 比 如 它 断 定 对 于 每 一 数学 分 支 都 存在 一 
算法 使 得 对 于 该 分 支 的 相应 的 形式 系统 的 每 一 形式 命题 而 言 ， 使 
用 这 一 算法 在 有 穷 步 又 内 可 知 此 命题 是 否 为 一 定理 〈 那 些 与 本 课 
程 无 直接 关系 的 内 容 这 里 从 略 了 ), 哥 德尔 定理 直接 地 和 否定 了 和 希 尔 
伯 特 方案 ， 把 数学 基础 的 研究 引 向 了 新 阶段 和 新 方向 。 要 获得 一 
形式 数学 系统 的 协调 性 ,就 得 在 比 原 系统 更 强 的 系统 内 给 以 证 明 . 
比如 ， 虽 然 依照 哥 德 尔 定理 ， 皮 阿 诺 形 式 算 术 系 统 的 协调 性 在 它 
自己 内 不 可 证 明 , 但 是 在 更 强 的 系统 中 却 是 可 以 证 明 的 ,事实 上 ， 
HLS (G. Gentzen) 已 经 使 用 超 穷 归纳 法 ， 实 现 了 这 一 证 明 ,在 
第 六 章 中 我 们 曾经 说 ，ZE 的 协调 性 在 ZF 加 上 存在 大 基数 公理 的 
系统 内 是 可 证 的 ,现在 我 们 对 ZF 的 公理 逐一 进行 考察 ， 借 以 寻求 
一 适当 的 序数 a 〈 即 探求 c 应 满足 的 条 件 ) ,使 得 V ,是 ZF 的 一 模型 。 
其 中 集合 V。 是 依 式 (4,5) 给 出 的 。 
1。 外 延 公理 ,对 于 任 一 序数 4g，V。 是 一 传递 集合 ， 然 而 相对 
于 传递 集合 而 言 ， 外 延 公理 总 是 成立 的 , 换言之 ， 对 于 任意 给 出 
的 传递 集合 M， 若 *，yE 杂 Ae 
VzEM(Z2E x~>2€y), (10.1) 
出 有 %y= y%， 因 为 ， 如 果 zEx 而 yxYEM， 则 有 EM， 所 以 ， 依 据 前 
提 式 (10.1) 就 获得 了 Ey Ale, Cy, RZ, XUT A 
得 yOu RERE x= y。 这 就 是 赔 ， 对 于 任意 传递 集 台 M， 外 延 
公理 在 中 的 相对 比 ， 
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YEM yEMCYV2E ME nx 2€ y) xe y) 
EMT ERTH. ARR, SMEARS VID RIA 
2。 空 集合 公理 。 对 于 任意 序数 %>>0， 相 对 于 V -的 空 集合 存 
在 公理 
习 YEW aA VIEV YER (10.2) 
是 成 立 的 ,因为 之 1， 我 们 已 有 
GEVICV,,, 
这 样 ， 空 集合 多 在 集合 V 中， 当然 ， 在 V .中 没有 任何 对 象 是 属 
于 空 集合 的 ， 
3。 无 序 对 集合 存 在 公理 。 对 于 任意 的 极限 序数 而 言 ， 考 
察 任意 的 5，? 属 于 Y a HAVi =UV., RMAC, BCA, E 


YEV。,yEYo, 由 序数 的 性 质 , 我 们 有 2xC8 或 co. 不 失 一 般 性 ， 
Au ACB, Aik, Ais. cV, HR 4.5, Va WE 
义 ， 有 {x,y}EVp+, 由 于 VetCV;, 就 有 {4%,y} EV;， 这 样 ， 
就 有 一 集合 ?EV ，( 亦 即 z= {x,y})， 使 得 对 于 每 一 wEV,， 都 
有 
MEL 二 % VW Y, 
这 就 是 说 元 序 对 集合 存在 公理 在 VV PRY. SURAT Auton 
一 极限 序数 ，V 。 就 能 使 无 序 对 集合 公理 成 立 ， 
4， 竹 集合 存在 公理 。 如 同 无 序 对 集 合 存 在 公理 ， 此 公理 在 
V ;中 是 成 立 的 ,为 了 证 明 这 一 结果 ， 考 察 V OPERA, xi 
有 rnk(%x) <a, H4e=rnk(«), EV, 且 Vi(i€Ex->rnk (tf)< 
rnk(%x)),。 因 此 ,对 于 每 一 z:Cx， 都 有 EV, HMzlzcx}cCv., 
这 样 人 zisC%} EV stCV,， 即 有 YEV， y= {zics}, 使 得 对 
于 任意 的 集合 :， 有 : 
z€ VIC% 
«> Y is EC 2 EY) 
<> Vue V (ue ze). 
显然 ， 上 述 z 也 在 史 , 中 ， 正 如 ws 在 办 :中 那样 ,于 是 ， 我 们 就 有 
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VEV AVEV YEV iC cE ye Vue V, (uz s)). 

XRAN T RES SABE, 中 成 立 。 

5。 并 集合 存在 公理 。 对 于 任意 的 序数 w 来 说 ， 此 公理 在 了 Fe 中 
都 是 成 立 的 ,因为 假定 xEW。， 这 时 ， 对 于 某 一 小 于 4 的 序数 Bb, 
有 2CYe， 因 为 ws 是 传递 集合 ， 对 于 任 一 集合 ws 我 们 有 

习 z(2EX 人 2UEZ)->26E 
>u EVs, 

因此 ，fal3ax(zExAwEz)}CW， 因 而 它 属于 Va XAA 
VAER, PERGEN) 可 改 为 3z EV ec(zExw)， 因 此 ， 在 V .中 
我 们 就 有 一 集合 ;使 得 对 于 任意 的 集合 4, 都 有 

uE yer Va(uzAz€*). 
此 式 说 明 ，y?》 就 是 并 集合 Ux, 上 式 也 就 是 说 并 集合 存在 公理 在 V。 
中 是 成 立 的 ， 

6。 分 离 公理 模式 ， 这 一 模式 对 于 任意 的 序数 4 而 言 在 六 ,中 
都 是 成 立 的 , 因为 当 我 们 考察 V ,中 任 一 集合 * 和 任 一 ZF 公式 
A(z) 不 妨 假 定 变 元 7 在 其 中 不 出 现 ) ,我 们 考察 类 

y=telz€aAAp, (2)}, 
显然 ，y 忆 x， 又 因 为 V .传递 ，%EV。， 上 且 *CV。， 因 此 , yo 
V。， 所 以 ，y EV a+, 这 样 y 是 一 集合 ， 且 rnk(y)<rnk(s), X 
因为 E42， 所 以 也 有 xEV。, 这 样 就 有 

YEV IVYEVA VEV (2E yez ENA dra), 
因此 ， 分 离 公 理 模式 在 V。 中 成 立 。 

7。 无穷 公 理 。 这 一 公理 在 V。 (对 于 任意 序数 4，@<4) 中 是 
真 的 .这 是 因为 60CV。 所 以 当 w<a 时 ，w EV ,这 就 获得 了 欲 证 
结果 成 立 。 

8， 正 则 公理 。 对 于 任意 %。， 此 公理 在 V ,中 都 是 成 立 的 ,因为 
考察 V 。 中 任 一 不 空 集合 xy， 令 

S={rnk(y)|y Ea}, 
3 为 一 不 空 的 序数 集合 ,因此 SES,。 取 集合 y 使 得 7yEs 且 rnE(y) 
= 们 $5. 这 样 我 们 有 
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yEV,, yEy N=. 
这 样 ，y 是 x 的 一 极 小 元 ， 从 而 有 正则 公理 在 V :中 成 立 。 

9。 选 择 公理 .这 里 我 们 考察 AC(I) ,对 于 任意 的 序数 w,AC(T) 
在 V ,中 成 立 , 因 为 对 于 V。 中 任 一 关系 R， 玉 的 任 一 子 集合 都 
在 V .中 ， 特 别 地 ， 满 足 条 件 dom=domR，FCR 的 通 数 也 在 
Vat. RE, ACD 在 Vs 中 成 立 。 

综 上 ， 我 们 已 证 明 下 述 定理 ， 

定理 10.1 如 果 和 是 大 于 @ 的 一 极限 序数 ， 则 V ERY A 
理 系 统 己 的 一 模型 ， 也 就 是 说 ， 我 们 有 ， 

V, =Z. 
满足 上 述 定理 的 最 小 序数 是 o .2. 因 此， 我 们 有 ， 
Vw HZ. 
由 式 (4.5)， 我 们 能 够 直观 描述 V。.2。 
Vs=V PVP BV UY . 
HAV 。 含 有 有 穷 秩 的 那些 集合 ， 在 V ,中 的 任 一 集合 都 是 有 穷 集 
合 ， 它 们 的 元 素 也 都 是 有 穷 的 ， 不 难看 出 , 所 有 的 实数 都 在 V。.， 
中 ， 定 义 域 为 实数 集合 、 值 域 也 为 实数 集合 的 函数 也 在 VV。.: 中 3 
这 就 是 说 ， 为 了 构造 实数 和 实数 函数 ， 以 至 初等 数学 中 的 所 有 集 
BE Vo 中 就 够 了 ， 也 就 是 说 仅仅 莹 梅 罗 的 公理 系统 乙 就 足够 
7. 

W。: 是 乙 的 一 模型 ， 据 定理 6.6， 我 们 获得 了 公理 系统 ZE 
协调 的 ,应 当 注意 ， 在 序数 o.2 的 构造 过 程 中 ， 我 们 曾经 使 用 了 和 震 
换 原 则 .换言之 ，V。: 在 Z 中 是 不 能 获得 的 , 什么 样 的 集合 不 在 
V oo POE? 在 V。: 中 序数 都 是 小 于 ov"2 的 ， 大 于 @'2 的 序数 都 不 
EV cP EV oP LEAD 0-2 的 可 数 序数 ， 其 余 的 序数 
都 不 在 V 。.: 中 ， 

定理 10.2 EV.: 中 存在 一 良 序 结构 ， 它 的 序数 不 在 Von 
中 。 

证 明 SS=HP(o), SRAWRNWHE SEY 。 ， 由 良 序 定 
理 ， 在 S 上 存在 着 一 良 序 关系 尺 ，RCSXoCc22(243))， 且 
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rnk(R)=rnk(S)+2， 因 此 REV。,2, 并 且 由 于 
rok(<S, >) =rnk(R) + 2 
=rnk(S)+4, 

Buk, (S, EV.. RMS, DNFRERARH, Am — 
序数 不 在 V 。,: 中 ， 这 就 获得 了 欲 证 结果 ，。 

定理 10,3 并 非 每 一 条 替换 公理 在 了 。:* 中 都 是 成 立 的 。 

证 明 令 公 式 4 是 对 命题 “对 于 任意 的 良 序 结 构 《S,R>， 都 有 
唯一 的 序数 a， 使 得 <S,R) 与 《4, > EMM’ HBA, Xa 
题 恰好 是 定理 2,49， 我 们 可 以 在 ZF 中 证 明 这 一 定理 ,然而 由 定理 
10.2， 这 一 命题 在 了 。.*: 中 是 不 成 立 的 .然而 如 果 了 。z* 是 ZEFC 的 一 
模型 ， 那 么 ZFC 中 每 一 公理 及 其 定理 在 Y。: 中 都 是 真 的 ， 因 
此 ，V .2 不 是 ZFC 的 一 模型 . 另 一 方面 ，V 。.: 是 Z 的 一 模型 ， 因 
此 ， 蔡 换 公 理 模 式 不 可 能 在 V。.: 中 都 成 立 ， 

由 于 乙 的 任 一 定理 在 它 的 每 一 模型 中 都 必须 是 真 的 .特别 地 ， 
Z 的 任 一 定理 在 V。.z 中 都 必须 是 真 的 ,但 是 ， 据 定理 10.3， 并 非 
每 一 条 替换 公理 都 在 Y。: 中 是 真 的 , 因此 ， 我 们 就 获得 ， 并 非 每 
一 条 替换 公理 都 是 乙 的 定理 ， 这 就 再 次 获得 了 定理 6.11 的 证 明 ， 
这 一 定理 说 明 ，ZFC 是 严格 地 比 Z 强 的 ,换言之 ,替换 公理 模式 是 
不 能 由 获 梅 罗 的 公理 系统 Z 经 逻辑 推演 而 获得 的 ， RE BR 公 
理 是 独立 于 公理 系统 Z 的 。 

定理 10.4 ”如 果 K 是 一 不 可 达 基 数 ， 则 ZFC 的 每 一 公理 在 
Vg 中 都 成 立 。 

证 明 AXK 是 一 不 可 数 的 极限 序数 ， 所 以 ， 据 定理 10.1， 
我 们 有 Vx 卢 Z. 因 此 ， 仅 需 证 明 替 换 公 理 模 式 在 Vx 也 是 成 立 的 。 

对 于 Vx 中 任 一 集合 x 和 在 Vx 中 总 有 

VtCaV mV ya At yD AAG, y2) >y = y2 10.3) 

成 立 的 ZF 公式 4(t,y)， 定 义 一 函数 FF 如下; 

F={it,y>|texAyCVeANAG,y) Æ Ve Hp}. (10.4) 

由 式 (10.3) F £-BW.F 的 定义 域 是 * 的 一 子 集合 ， 即 
domFCc%, 令 z=ranF， 这 样 ， 对 于 任 一 y EVx， 有 
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y Eze > xP ty) 在 Vx 中 成 立 。 (10.5) 

为 了 证 肖 zE Vx， 我 们 考察 集合 

S= {rnk(F(D))|1E domF}. (10.6) 
因为 对 于 任意 的 :€E dom 巨 ， 都 有 已 (的 Eee， 所 以 S 中 的 任 一 
序数 都 小 于 K， 并 且 有 
S<domF< % <K, (10.7) 
其 中 8%< 开 是 依据 定理 5.32 获得 的 ,这样 ， 册 前提 KK 是 不 可 达 的 和 
定义 5.16， 序 数 
æ= Sup S=Sup{rnk(F(4)) |#€ domF} 
ENTE. Bett E—RFUO) eC domF) WRMAAT ¢, 
Alt, FeCV.+. Aik, 2cVu+, WA rnk(z) Eat. MAAK 
为 极限 序数 ,所 以 et * EK, rnk(2) EKK, 从 而 ,我 们 获得 了 2 € Vi, 
综 上 ， 我 们 就 有 
JEVY ye Vly Ee > ot Ex Ayn (ty)) 
在 Vx 中 成 立 。 

注 记 10.1 据 定 理 10,4, 如 果 存 在 不 可 达 基 数 ，ZFC 就 有 一 
模型 .这 样 ， 据 定理 6.6， 我 们 就 获得 了 公理 系统 ZFC 是 协调 的 这 
样 一 个 证 明 ， 而 且 在 这 一 证 明 中 除去 使 用 不 可 达 之 外 ， 所 有 的 
论证 都 是 在 ZFC 中 所 允许 的 .因此 ， 由 哥 德 尔 不 完全 性 定理 ， 我 
们 就 获得 了 在 在 不 可 达 基 数 这 一 论断 在 ZFC 中 是 不 可 证 明 的 。 

注 记 10.2 由 定理 10.1 Vo.: 是 Z 的 一 模型 ,由 棕 换 公理 可 以 
获得 序数 0.2， 这 样 ， 在 ZF 中 就 证 明了 Z 的 协调 性 ,由 此 ， 我 们 可 
以 设想 ZF 是 协调 的 ， 因 而 可 以 设想 某 些 更 强 的 合理 的 公理 是 存 
在 的 ， 我 们 的 目的 是 寻求 这 些 合理 的 公理 ， 


$2 扩充 的 ZE 语言 
在 第 六 章 中 我 们 建立 了 ZE 形式 语言 ， 在 陈述 ZF 公 理 系 统 时 ， 
我 们 已 经 扩充 了 这 种 形式 语言 ， 把 依 公理 定义 了 的 集合 的 代表 作 
为 常 顶 在 公式 中 出 现 ， 注 记 6,6 与 6,7 实 质 上 是 把 ZF 语 言 中 的 符 
号 扩充 到 含有 函数 符号 和 € 以 外 的 谓词 符号 ， 注 记 6。,8 也 是 对 ZF 
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语言 的 扩充 ， 使 得 它 还 含有 一 般 拘 个 体 词 。 这样， 事实 上 我 们 已 
经 扩充 了 ZF 的 形式 语言 ,在 本 章 中 为 了 证 明 AC，GCH 等 RS aH 
题 相 对 于 ZF 的 独立 性 结果 ， 我 们 还 要 再 三 扩充 ZF 形式 语言 ， 因 
此 ， 我 们 有 必要 对 形式 语言 作 一 些 一 般 性 说 明 。 形 式 语言 是 一 个 
RD OES, CTEM. WHY. 、 计 算 机 科学 、 语 言 学 和 心理 学 
等 学 科 中 都 有 着 广泛 的 应 用 和 影响 ， 本 节 我 们 仅 对 和 数学 推理 有 
关 的 一 阶 语言 作 些 刻 划 ， 并 且 着 重 介绍 ZF 语言 的 常用 扩充 语言 ， 
这 种 一 阶 语言 通常 有 两 个 方面 ， 一 是 符号 系统 ， 二 是 形成 规则 。 

(1) 符号 系统 ， 除 第 六 章 8 2ZF 形 式 语 言 所 列举 的 符号 
外 ， 还 有 个 体 词 和 个 体 常 项 。 个体 常 项 一 般 指称 我 们 欲 讨论 领域 
内 的 数学 对 象 ， 如 在 形式 集合 论 中 指称 空 BAO, FRI, 2, 
o,ol， 等 的 形式 对 象 ， 这 种 常 项 的 数目 可 以 是 任意 的 基数 。 个 体 
词 为 可 数 多 个 ， 可 以 从 变 元 中 区 分 出 一 部 分 作 个 体 词 (如 注 记 6.8 
那样 )， 也 可 以 单独 列举 出 一 组 符号 作 个 体 词 符号 ， 这 类 答 号 在 
推演 中 起 辅助 作用 ， 有 的 在 推演 结果 中 就 已 经 消除 ， 有 的 通过 推 
演 和 论证 求 出 它们 应 取 的 值 。 前 一 种 在 第 六 章 的 推演 中 已 多 次 出 
现 ， 后 一 种 将 在 本 章 力 迫 概念 及 相关 的 论证 中 出 现 . 关 系 符号 (也 
称谓 词 符号 ) 可 以 扩充 到 任意 有 穷 且 ， 换 言 之 ， 对 于 任 一 自然 数 
nn 宇 1， 都 可 以 有 任意 基数 多 个 w 目 谓词 符号 ， 不 过 在 本 书 中 我 们 
不 打算 作 这 种 扩充 ， 我 们 仅 使 用 E 与 = .在 遇 到 其 它 谓词 符号 时 ， 
我 们 都 看 作 是 由 E 及 一 定义 出 来 的 某 种 缩写 。 此外， 还 可 以 有 罩 
数 符号 (确切 地 说 是 % 目 遂 数 符号 )， 本 书 我 们 也 采用 定义 或 缩写 
方式 来 代替 函数 符号 。 

C2) 形成 规则 ， 除 第 六 章 $ 2 中 的 形成 规则 外 ,还 需 作 些 补 
充 : 任意 的 个 体 词 、 个 体 常 项 和 变 元 均 可 以 形成 初级 公式 ， 也 就 
Ei, Bet, ”3 为 个 体 词 或 个 体 常 项 或 变 元 ， 都 规定 

t=S, ES 

为 初级 公式 ,由 初级 公式 到 公式 的 定义 与 ZF 形式 语言 相 词 。 

Bis (1), (2) 进行 扩 充 的 形式 语言 我 们 统称 为 扩 完 的 
ZEF 形 式 语 言 ， 在 上 下 文 不 致 引起 误解 时 ， 我 们 也 简称 为 ZE 次 寡 ， 
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或 集合 论语 言 。 
注 记 10.3” 据 上 述说 明 ， 对 于 扩充 的 ZF 语言 ， 当 已 给 的 个 体 
词 、 个体 常 项 为 有 穷 多 或 可 数 多 时 ， 由 它们 出 发 所 形成 的 ZF 公式 
(或 称 扩充 了 的 ZF 公式 ) 至 多 只 有 可 数 多 个 ， 
MFZFAARMEARA TAS BS, WI”, “Axe y” 
等 ， 我 们 今后 还 需 继 续 使 用 它们 ， 并 且 随 上 下 文 还 将 引进 一 些 其 
它 的 缩写 ， 也 将 引进 一 些 新 概念 ， 并 给 出 一 些 补充 说 明 。 


$3 TARE 


定义 10.1 令 ,A 1 与 .A :是 给 定 的 形式 语言 sx 的 两 个 模型 ， 

MRH HEETE, WA 
M FASERA as A, 

WK. ENS REE iH. 

定义 10.2 如果 Ai 与 A ERTZ RATER, iC 
A 〈 即 ,的 基础 集合 是 vt : 的 基础 集合 的 一 子 集合 )， 且 < 
中 的 每 一 个 体 常 项 符 导 c 在 .A :中 的 对 应 值 与 它 在 ,x 中 的 对 
应 值 相同 ， 乡 中 的 每 一 谓词 符号 在 :中 的 对 应 关系 恰 为 在 .A 
中 的 对 应 关系 对 于 .AH 的 限制 ， 例 如 二 目 形 式 符号 F， 在 A | 中 
的 对 应 关系 R, Eo PRIE Ro RERA (Six SCH 
中 Si 是 .的 基础 集合 ) ， 并 且 对 于 任 一 公式 4(xiy…xa) Ati 
CS, MA 

aM) KFA te) HERH 2 =A stn), IWR. A, 
是 .A :的 初等 子 模型 ， 

定理 10,5 尘 . 是 给 定 的 形式 语言 命题 集合 $ 的 一 模 型 , 则 
存在 ,A 的 初等 子 模型 .A ， 使 得 ,A WR OA ' 的 基础 集合 
的 势 ) 不 超过 总 ,与 5 中 的 较 大 者 ,具体 地 说 ， 当 5 为 有 穷 集合 时 ， 
AM' 至 多 可 数 ， 当 5 为 无 穷 集 合 时 ，. 的 基数 不 超过 3 的 基 数 ， 

证 明 eR HSE 7H RES 

So={P (a) 1 是 S$ 中 某 一 公式 中 出 现 的 常 项 }， 
BRC MR A 的 基础 集合 ), 令 4(41,… ,4s) 为 任意 
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给 定 的 出 现 % 个 常 项 的 公式 ， 如 同 定理 6,22 的 情形 那样 ， 不 妨 假 
定 公式 4(a， aad sn) 是 一 前 束 范式 ， 
QY "Qn Yn BA Ans Vig s Ym)s (10.8) 
并 且 刀 中 是 无 量词 的 ， 优 定理 6,22 的 过 程 在 . 达 中 由 集合 人 获得 集 
合 T*， 因 为 7* 与 公式 4 有 关 ， 所 以 ， 我 们 把 它 记 做 12 显然 
TiC_AH, 令 
T°:= UT, 


aés 
Siz: = (O20), 
Sa = U See 


ico 

BR, HSAAR EAN, T EEA, MTS BS MMs 
当 5 为 无 穷 集合 时 ， 就 有 S。 一 S$， 并 且 Ss。C MBS. HIE 
WEA, A ' 中 的 关系 符号 与 -zt 相间， 现在 我 们 来 指出 A E 
A 的 一 标准 子 模型 。 

我 们 首先 证 明 ， 对 于 任意 的 41,… ,4s€S。 都 有 

HA' Ala ,4s) SAMY Ala, ae). 10.9) 

WFAB ATR ESR (10.8) H Etiam =0 
RM, 10.9) 显然 成 立 , 假 定量 词 数目 为 RC R<m) PL, ik 
HEA + LEY RE MF yyy ES, SARC yi, ?ye 指称 
公式 

Oar Vee Om VBA g hay Yis p Vey Vet1'' s Ym)e 

由 3。 的 定义 及 由 C(a das Yi yd EA PRL, FE 
ico, HRM no o yE SHQ AI, Æ Si+i 中 总 有 一 yest 
使 得 Caig" yang Yis y Vir ) Bp Qea2Var2' Om V mB ars *" Ans 
Yis s Varta Yks" Ym) 成 立 。 反 之 ， 车 它 在 Sin PH, 当然 它 
在 tt 中 亦 真 。 当 Qxti 为 VY 时 ，C(a1… yams Vig tty VOM FE 
yr BA Clas air, Vist > Var) WI, KREA ' 中 也 成 立 
(因为 S$。,C_HMo)， 并 上 且 由 于 5。 的 取 法 ， 若 它 在 .zt 中 不 真 ， 那么 
在 Ss。 中 也 不 真 ,这 就 完成 了 我 们 的 证 明 . 

定理 10.6 如果 一 扩充 的 ZEF 语言 儿 中 仅 有 捍 多 可 数 的 个 体 
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常 项 ， 旦 这 一 语言 中 公式 的 给 定 集合 5 是 协调 的 ， 则 S 有 一 个 有 
穷 模 型 或 可 数 模 型 ， 

TA 据 注 记 10,3 和 定理 中 的 前 提 条 件 e 中 仅 有 至 多 可 
数 的 个 体 常 项 )， 公 式 集合 5 至 多 是 可 数 的 ,因为 5S 是 协调 的 ， 依 
据 定理 6.3 ( 它 对 于 扩充 的 语言 乡 也 是 成 立 的 )，S 有 一 模型 .x ， 
运用 定理 10.5 即 得 欲 证 结果 ， 

1210.4 定理 10.5 是 定理 6,22 的 显然 的 推广 ， 因 为 定理 
6.22 仅 是 对 一 个 公式 4 的 结果 ， 而 定理 10,5 是 对 命题 集合 的 结果 
(因此 ， 对 公式 集合 也 同样 成 立 ， 因 为 对 于 任 一 公式 我 们 可 以 论 
及 它 指 全 称 闭 包 )。 正 因为 这 样 ， 人 们 也 称 定理 10.5 为 菜 文海 姆 - 
斯 科 伦 定理 。 而 定理 10,6 则 是 定理 10。5 的 推论 , “一 公式 集合 若 有 
模型 ， 则 有 一 可 数 模型 ?这 就 是 菜 文海 姆 -斯 科 伦 定 理 的 实质 。 这 
一 定理 的 证 明 比 哥 德尔 完全 性 定理 早 十 五 年 ， 或 许 这 是 关于 形式 
系统 的 第 一 条 真正 的 元 数学 宗 理 ， 


8 4 ZF+V= 上 的 可 数 标 准 构成 性 模型 


我 们 已 给 指出 ， 当 假定 存在 大 基数 时 已 经 证 明 ZF 是 协调 的 
这 样 ， 虽 然 由 于 哥 德 尔 不 完全 性 定理 ， 人 们 不 能 在 ZF 内 证 明 ZF 
的 协调 性 ， 然 而 在 相当 强 的 系统 内 它 的 协调 性 还 是 可 以 证 明 的 ， 
在 这 种 情况 下 我 们 有 理由 假定 ZF 是 协调 的 ， 并 且 还 可 以 进一步 
假定 ZF 有 一 标准 模型 .这 一 假定 不 是 凭空 作出 的 ， 而 是 数学 家 特 
别 是 集合 论 学 者 长 期 研究 的 结果 。 人 们 把 这 一 假定 叙述 为 下 列 公 
理 。 

标准 模型 公理 〈 简 记 为 SM 公理 ): 

存在 一 集合 -MA， 著 令 

Eney FE MA NYIEMA NXE y}, 
MA , €.4) 是 ZF 的 模型 。 

SM 公理 不 仅 假 定 了 ZF 协调 ， 而 且 候 定 了 ZF 有 标准 模型 
M. 
现在 ， 我 们 可 以 设想 从 这 个 标准 模型 出发， 在 .zt 中 运用 
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哥 德 尔 可 构造 的 方法 (如 像 定 义 9.9 与 9.10 那 样 )， 获 得 构造 性 模 
Ly (为 了 简便 ， 岂 直接 记 做 LL) ,在 上 中 ZF+V=L 上 成 立 ， 从 而 
AC 与 GCH 也 在 中 成 立 .L 为 ZF +V= 上 的 一 个 标准 模型 ,依据 定 
定理 10.6， 我 们 就 获得 了 ZF+ V= 上 有 一 可 数 的 标准 的 可 构成 模 
W, RABAR OEA ' 中 AC 与 GCH 成 立 )。 

A ' 是 上 L 的 一 可 数 的 初等 子 模型 ， 据 定理 4.4 ,不妨 假定 .A 
也 是 传递 的 ,这 样 ， 对 于 任意 的 序数 &,B， 车 4a€ .AI ， 且 8<w， 
WAC aw’. 

4 @=Sup{e|On(e) Ace .路 . 因 为 对 于 任意 序数 w， 若 
a<a, MELA’, XH, 是 可 数 的 (因为 A 可 数 ) ,这 样 ,我 
们 就 有 

A'l = UiA al tEn}, 
其 中 ,zt 是 据 定义 9.10 引 进 的 可 构造 集合 (参见 定理 9,41)。 
定义 10.3 对 于 ZF 的 一 可 数 的 标准 的 传递 的 构造 性 模型 
.A ， 如 果 对 于 任意 的 标准 的 传递 模型 .加 ， 都 有 一 个 由 HN 到 . 少 
AM CEM, MA nC, EBAH N CAAA, IEE 
A 是 ZF 的 极 小 模型 ， 
定理 10.7 ZF+SM 列 涵 着 存在 极 小 模型 ， 
证 明 令 . 人 是 任意 的 标准 的 传递 模型 , 令 
@,=Sup{@|@e.v}, 

对 于 任 一 序数 w<wi， 相 对 于 . 尹 ， 用 定义 9。9 与 9.10 我 们 构 

造 .NH 。. 令 
X= U {A a) Bo}., 

依据 序数 的 绝对 性 ， 对 于 c<oi 的 序数 来 说 ， 我 们 无 需 去 区 
分 在 .中 的 序数 和 在 VV 中 的 序数 ， 它 们 是 相同 的 ,由 于 ,是 ZF 
的 一 个 模型 ， 因 此 子 。, 也 是 ZF 的 一 个 模型 . 令 0o 是 使 得 芋 ., 为 ZF 
的 一 个 模型 的 最 小 序数 。 也 就 是 说 ， 关 。 是 ZF 的 一 个 模型 ， 并 上 且 
对 于 任意 序数 a<<eo,X。 不 可 能 是 ZF 的 一 个 模型 . 令 A = 二 六 a. 我 
们 来 证 明 这 里 定义 的 .zt 为 一 个 极 小 模型 ， 

首先 ， 由 .zt 的 构造 ， 我 们 有 ,At 是 可 数 的 ,标准 的 ,传递 的 和 
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构造 性 的 . 仅 需 证 明 ， 对 于 任意 的 标准 的 传递 模型 . 妃 而 言 ， 都 有 
一 个 由 .97 到 .内 的 E 同 构 ， 

假定 .为 任意 给 定 的 ZF 的 标准 传递 模型 : 取 Bo=Sup1{8| 
BEN) .同样 ， 做 .At sX a 这 样 ,Xp 是 ZF 的 一 个 模型 .由 于 ce 的 
最 小 性 和 和 so 的 传递 性 我 们 有 ao< 生 8， AXo CX e MAX, 是 由 
相对 于 .NY 的 所 有 的 可 构成 集合 组 成 ， 因 此 a: XCM, Mild 
AACN, WHS RR a, WAKER. 

注 记 10.5 BRE wey CH 10.7 所 断定 的 极 小 模型 ， 因 为 
M= VIM (Bao, DRAW RAR V =LA PR. 由 
于 ,A 的 极 小 性 ， 对 于 任 一 集合 SE KS, ES BARB LEZEN — 
个 标准 模型 ， 也 就 是 说 ， 在 .A 中 SM 公理 不 成 立 ， 

注 记 10.6 上面 给 出 的 极 小 模型 aA 是 证 明 本 章 主要 定理 的 
出 发 点 ， 并 且 由 .wp 就 可 直接 给 出 主要 定理 的 证 明了 ,但 是 为 了 理 
解 科 恩 的 思路 ， 我 们 仍然 需要 在 下 一 节 给 出 一 些 说 明 ， 诗 者 也 可 
略 去 下 一 节 不 读 ， 而 直接 进入 》6。 


§5 内 模型 方法 


回顾 有 关 正 则 公理 相对 ZF 其 它 公 理 协 调 性 的 证 明 ， 我 们 曾 
SW (sx) 表示 "x 是 一 良 基 集合 " .事实 上 ,由 和 良 基 集合 的 定义 ,可 
以 用 ZF 中 一 公式 描述 这 一 概念 , 亦 即 V(x) DAR Dy Vale y 
一 5CYy)AxEy). 在 定型 6,17 中 ， 我 们 曾经 证 明 尺 v 在 Zs 中 是 可 
证 的 ， 也 就 是 说 我 们 令 

N= {x{W(x)}, 
即 ， 了 由 所 有 的 良 基 集 合 所 组 成 ， 这 时 ， 正 则 公理 尺 在 可 中 是 成 
立 的 ,定理 6.19 是 说 ，ZEF 的 其 它 公理 在 也 中 是 成 立 的 这样， 当 戈 
们 已 知 . 码 为 也: 的 一 个 模型 GW, 4, COAL MH —-TR 
A), BA 
Tha = {el Vim NYE 4} 

是 ZF 的 一 个 模型 模型 TI 是 模型 .的 内 部 的 一 部 分 ， 因 此 称 
Te 是 .w 的 内 部 模型 ， 简 称 为 内 模型 ， 而 且 它 是 由 公式 V(x) 
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分 离 出 来 的 。 
在 第 九 章 中 ， 构 造 模 型 ZL 时， 也 是 采用 了 内 模型 方法 ，“% 是 
可 构成 的 "也 是 由 ZF 中 的 某 一 公式 AC) 所 描述 的 ,。 当 .MV 为 ZF 的 
一 个 模型 时 。 我 们 令 
La={xrl rE AAA}, 
这 时 ， 我 们 就 有 : Le FZF+V=L, MRA 
Lx }=ZFC + GCH, 
也 就 是 说 ， 当 .A 是 ZF 的 一 个 模型 时 ， 显 然 上 述 定义 的 上 .x 也 是 
ZF 的 一 个 模型 ，L.x 是 .HN 的 内 部 的 一 部 分 ， 因 此 ， 称 上 .4 是 .0 
的 一 个 内 模型 。 
定义 10.4 Ra ,是 语句 集合 51 的 一 个 模型 ，4(x) 是 ZF 语 
言 中 一 个 公式 ， 令 
A= {lE Mi NAC}, 
当 ,M: 是 语句 集合 S, 的 一 个 模型 时 ， 我 们 就 称 ,.m2 为 .6 的 一 个 
内 模型 . 称 由 .人 :经 过 公式 4(x) 构 作 .: 的 方法 为 内 模型 方法 . 
下 述 定 理 指 出 了 内 模型 方法 不 能 实现 本 章 的 目标 ,也 就 是 说 ， 
使 用 内 模型 方法 既 不 能 证 明 AC 相 对 于 ZF 的 独立 性 定理 ,也 不 能 证 
明 CH 相 对 于 ZFC 的 独立 性 定理 。 
定理 10.8 对 ZF 中 的 任 一 公式 4(x)， 令 
A = {xl AC 
人 们 不 可 能 在 ZFC 中 证 明 ， 
A ZF+V#L, 
A ZF + TIAC, 
A ZF + .IGCH., 
证 明 假定 存在 这 样 一 个 公式 4(x)，。 使 得 上 述 三 式 成 立 , 令 
MH 是 上 节 取 定 的 极 小 模型 ， 因 为 .A EZF, HES 
= {sir E A HA), 
我 们 欲 在 ZFC 中 证 明 
MA ZF+V+L, 
然而 ， HAAGA, UBRE H/Z, HARG, 
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ABER, TRE, Ae. 因 此， 有 
MO VEL, RSKERRFE ROU, WADERS 理 中 
的 另外 两 个 结论 。 

我 们 已 经 概述 了 内 模型 方法 ， 并 论述 了 使 用 这 一 方法 不 可 能 
获得 本 章 的 欲 证 结果 。 这样 ， 为 了 实现 本 章 的 目标 我 们 就 必须 
寻求 其 它 的 方法 。 


$ 6 不 可 数 模型 


本 节 的 目的 在 于 指出 不 可 数 模 型 方法 不 能 实现 本 章 的 目标 ， 
定理 10.9 车 4 表示 命题 “每 一 实数 都 是 可 构成 的 ”， 风 
ZF+A CH。 
证 明 因为 每 一 实数 都 是 可 构成 的 ， 因 此 ， 实 数 集合 组 在 上 
中 .我 们 在 第 九 章 中 已 经 证 明 在 乙 中 实数 集合 豚 的 基数 为 并 ,这 就 
意味 着 存在 着 一 个 相对 于 了 的 映射 f, EBA SAHRA 
数 .因为 忆 中 的 可 数 序数 当然 都 是 可 数 的 ， 反 之 亦 然 , 这 样 ， 就 有 
To, 与 C 的 一 双 射 函数 .这 就 获得 了 和 欲 证 结果 ， 
定理 10.10 令 S 为 ZF+ SM 或 是 包含 ZF 和 且 协 调 于 六 = 上 的 任 
一 公理 系统 ， 人 们 不 能 证 明 存 在 ZF 的 一 不 可 数 的 标准 模型 .-A， 
使 得 
(1) 在 .A 中 AC 真 且 含 有 不 可 构造 的 实数 . 
(2) A, ACR ACHR. A 
TA ”我们 知道 ,命题 “存在 一 不 可 数 的 集合 y 使 得 y ZF, 
y =AC 昌 有 一 个 不 可 构成 的 实数 a€ y "在 ZF 语言 中 是 可 形式 化 ， 
我 们 不 妨 把 描述 这 一 命题 的 形式 语 旬 记 为 4. 假 定 我 们 可 以 证 明 


SKA, (10.9) 
则 有 S+V =LF 4, 
于 是 有 SE-V=L—>A, 
由 前 提 ，S 与 V = 上 蚌 协 调 的 ， 我 们 仅 需 证 
S-V =L—> 14. (10.10) 


青 依据 S$ 与 V =LA, BORG SA REE A. T HE 
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式 10.10, $A ZFC 的 一 不 可 数 的 标准 传递 模型 。 目 0 一， 
Sup{ejec NH}， 我 们 首先 证 明 .At 中 含有 所 有 的 可 数 序数 .这 
HAA: (D WMR we EAR, HME, CE A 
有 的 可 数 序 数 ，(b》 WR EPA, +A, 表示 在 .A 中 
秩 为 8 的 集合 的 集合 〈 即 *E RZ AURARO. K, DE 
B Ean HAA, LAW RY. AFRESH, AA, 在 
MOEA EA. RH, EPR AA-RS, 它 实际 上 是 
不 可 数 的 集合 ， 由 AC， 这 一 集合 在 .zt 中 是 能 够 良 序 的 ， 因 此 ， 
.A 中 有 一 个 不 可 数 的 序数 ， 这 与 6 可 RHF IB. Bk, Lae 
有 所有 可 数 的 序数 ,由 V = 上 LL， 我 们 知道 ， 每 一 实数 都 是 从 某 一 可 
数 序数 构造 出 来 的 ， 所 以 ， 在 .中 每 一 实数 都 是 可 构成 的 从 
而 完成 了 式 (10,10) 的 证 明 , 由 此 ， 获 得 了 式 10.9 是 不 能 成 
立 的 .这 就 获得 了 定理 中 的 欲 证 结果 《1)， 

E (1) 和 定理 10.9， 即 可 直接 获得 欲 证 结果 (2) 成 立 。 
于 是 定理 10.10 成 立 。 

如 上 记述， 本章 的 日 标 之 一 是 去 证 明 存 在 ZE 的 一 个 模型 , 使 
得 在 其 中 AC 真 而 CH 假 ,而 定理 10.10 说 明 ,这 种 模型 不 可 能 是 不 
可 数 模型 ， 因 此 ， 必 须 去 研究 可 数 的 标准 传递 模型 。 


§7 加 宽 模 型 与 力 迫 条 件 


从 现在 起 ， 在 本 章 中 我 们 都 承认 ZF+ SM 并 取 M 为 固定 的 
极 小 模型 ， 作 为 本 章 以 后 各 节 的 前 提 ， 当 然 V= 上 在 用 中 是 成 立 
W, Ga, =Supie |a E A} ,记号 M ,为 定义 9.10 中 引进 的 构造 阶 
自 为 "的 可 构成 集合 所 组 成 的 可 构成 集合 ,因此 ， 我 们 有 

= VA 5 |B<ao}. 

定理 10.11 命题 “不 存在 序数 a , Eiga <a U {A |B<e} 
是 ZF 的 一 个 模型 "与 我 们 的 前 提 是 协调 的 ,换言之 ,存在 一 个 模 型 
N CHEM FEF Be, a<, Ula a B< RTE ZF 的 
一 个 模型 ， 

证 明 ”如 果 对 于 任 一 序数 g ,8o<0， 这 时 U i al Ba 
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是 ZF 的 模型 ， 那 么 这 时 和 欲 证 结果 成 立 若 不 然 ， 即 有 co<e， 使 得 
U ,|B<e} 为 ZF 的 一 个 模型 ， 那 么 我 们 取 序 数 ay 为 满足 这 一 
条 镍 的 最 小 序数 ， 并 且 令 
N =U 5 |8<a,}, 
显然 ， 在 .XN 中， 对 于 任意 序数 4?，&4o<a， 都 有 
U {st plB<0} 

不 是 ZE 的 模型 ， 从 而 完成 了 定理 10,11 的 证 明 ， 

上 述 定理 是 对 可 构成 模型 而 言 的 ， 下 边 的 定理 是 对 任意 的 模 
型 而 言 的 。 

定理 10,12 命题 “对 于 任意 的 .人 ， 都 有 Sup{e1e€ WH} SF 
序数 go” 与 我 们 的 前 提 是 协调 的 ， 

证 明 令 .NY'， 指 .NY 的 所 有 的 可 构成 集合 ， 显 然 有 

Sup{ale€.N'}=Sup{el E NY} 

RH, E10. 11A MA Sup{elee w’} =a 与 我 们 的 前 提 是 协 
调 的 .从 而 获得 了 和 欲 证 结果 。 

综 上 ， 为 实现 我 们 的 目标 ， 不 管 怎 样 ， 我 们 在 构造 新 的 模型 
.NHN 时， 都 必须 运用 有 的 序数 ， 并 且 通 过 引进 秩 为 + 〈 其 中 &<oo) 
的 新 的 集合 ( 即 不 在 MM HARA MMEM, AMRES A 
10,.1) ,因为 有 穷 秩 的 集合 都 是 绝对 的 ,也 就 是 说 ,对 于 任意 的 有 穷 


10.1 加 宽 模型 的 示意 图 


秩 的 集合 s， 若 sE.j， 则 sEHM ,因此 ,它们 不 能 作为 去 加 宽 MA 
集合 : 

我 们 就 必须 以 无 穷 晨 次 的 集合 作为 扩充 的 对 象 ， 这 种 加 帘 过 
程 是 从 o 层 次 开始 的 ,由 模型 敢 即 图 10.1(a) 加 宽 到 . 太 即 网 10.1 
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(b) .当然 ,和 的 高 度 征 不 变 的 .因为 它们 是 同一 个 ao. 然而 ,我 们 有 
可 能 去 寻找 ZF 的 一 个 模型 .A ,使 得 对 于 @ 的 某 一 无 穷 子 集合 s, 有 
SEN, Hs¢M.4R, MERCY, WY 也 必须 含有 从 s 出 发 
而 获得 的 所 有 可 构成 集合 . 类似 于 定义 9,10， 我 们 可 以 令 


Mits) = 0@U {s}, (10.11) 
Ma (9 = CU M,(s))’, e>0. (10.12) 
<a 


BR Ms), Mao 都 是 传 BH, HA, HER 的 序数 
<io, EM: 中 而 不 在 Ms(s) 〈 对 于 每 一 6<c) 中 的 那些 集 
合 都 是 污 下 述 方式 定义 的 ， 也 就 是 说 ， 令 

X.=U Mos), (10.13) 


对 于 每 一 集合 y， 若 y EMa(s) 一 %*a， 则 有 一 ZF 公式 4(%x)， 其 中 
每 一 量词 都 受 因 于 wx。， 其 中 出 现 的 一 切 常 项 都 是 x。 中 元 ， 使 得 
y={%|XE ta AAs} 

成 立 。 
我 们 预想 的 模型 N, M4 满足 性 质 ， 对 于 任 一 序数 5， 若 
«EM, WM. O EN. ak, $ 
N= U {M, (5) |@<ay}. (10.14) 
我 们 的 第 一 个 目标 是 证 明 ， 存 在 ZF 的 一 个 模型 OY, EEP 
V = 上 不 成 谋 ,如 果 我 们 能 够 获得 8 村 ,NV 为 ZF 的 一 个 模型 ， 目 s 
在 .XY 中 是 不 可 构成 的 ， 那 么 ,我 们 就 给 出 了 ZF 的 一 个 模型 ,在 其 
中 V= 上 不 成 立 . 然 而 ， 对 于 任意 集合 s,sC@,U {Mp (3)1B<eo} 不 
一 定 是 ZF 的 一 个 模型 ,例如 ， 因 为 eo 是 一 可 数 序 数 ，to FF W，%o 当 
然 对 应 于 @ 的 一 良 序 ， 然 而 这 一 良 序 是 @ x @% 的 一 个 子 集 合 ， 因 此 ， 
4 对 应 于 @ 的 一 个 子 集合 ,如 果 我 们 将 s 取 作 Qo 记 对 应 于 © 的 这 一 子 
合 , 那 么 ，ZF 的 含有 s 的 任 一 个 模型 都 必须 含有 Qo. 这 是 因为 ,每 
一 良 序 对 应 于 唯一 的 序数 ， 这 是 ZF 的 一 条 定理 ， 然 而 ， 显 然 有 车 
xE.N， 则 x 的 秩 小 于 06. 因 此 ， 我 们 就 不 能 够 有 序数 &6€ .NH， 这 
样 ， 如 果 要 求 .是 ZF 的 一 个 模型 ， 集 合 s 就 必须 有 些 特 别 的 性 
it. 
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仿照 科恩 ?的 方法 ， 我 们 并 不 直接 去 HRs 的 性 质 , 类 似 于 
代数 学 的 方法 。 我 们 可 以 把 s 看 作 一 个 未 知 的 集合 ， 然 后 ， 根 据 
它 应 满足 的 条 件 而 去 求解 这 一 集合 。 换 言 之 ， 一 方面 力 迫 它 满足 
相应 的 条 件 〈 如 使 得 . 少 为 ZF 的 一 个 模型 等 )， 另 一 方面 在 M 中 不 
断 地 进行 求解 ， 最 终 获得 s， 并 且 s 在 朵 中 是 不 可 定义 的 。 

定义 10.5 ”我 们 令 a 为 一 形式 个 体 符号 , 它 不 在 ZF 中 出 现 ,对 
于 任 一 自然 数 %， 令 n 为 相应 于 n 的 形式 符号 ,对 于 任 一 mE %，n 痢 
不 同 于 a、 且 称 n Ea 或 in€a 为 基本 语句 ,如 果 对 任 一 自然 数 ， 
基本 语句 mnEa 与 人 mnEa 不 同时 在 集合 2 中 出 现时 , 则 称 2 为 协调 的 
基本 语 集合 .基本 语句 的 一 个 集合 2， 若 它 是 协调 的 和 有 穷 的 ， 就 
称 2 为 一 个 力 迫 条 件 ， 

例 10.1 O€a, 1€a, 5€a, 14€a, 6Ea, 7Ea, 110€a 
wee A, He AR 语句 所 组 成 的 集合 是 一 个 力 追 条 
AP 

例 10.2 + 

pi={4€a, 5€a, Ea, I9€a}, 

pb:={9E€a, 11€a}, 

ps={ 12€Ea, 115€a}, 
X, pr, pay bath HIRE, PiU Psy pu bs AHWR, 
然而 PiU Po 不 是 一 力 近 条件, 因为 其 中 既 有 19Ca, MAICA, 
因此 ， 它 不 是 协调 的 基本 语句 集合 ， 

基本 语句 是 为 了 刻 划 a 所 表达 的 自然 数 集合 s 的 ， 我 们 的 目标 
是 寻求 s， 使 得 和 EM，sE€.N， 且 .NY 为 ZF 的 一 个 模型 ,并 且 在 . 信 
中 V= 上 不 成 立 , 为 了 求解 4 所 表达 的 集合 s， 需 要 引进 一 个 新 的 符 
号 系统 ， 称 之 为 标号 空间 ， 并 进而 建立 力 迫 概念 和 它 的 基本 性 
质 , 这 些 是 以 下 三 节 的 主要 内 容 。 


$8 标号 空间 及 相应 的 形式 语言 


粗略 地 说 ， 对 于 集合 。 GRE 暂时 还 是 待 定 的 )， 运 用 式 
(10.11) 至 式 00.13) 作成 集合 的 类 .人 ,对 于 .人 中 每 一 元 %， 
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RAM WERE SSM, HARES RAR, | 
我 们 称 之 为 标号 空间 。 因 为 .人 是 按 层次 超 穷 归纳 地 定义 的 ， 所 
以 ,标号 空间 也 是 按 层 次 超 穷 归纳 地 给 出 的 ,用 符号 a 对 应 于 集合 
s， 对 于 每 一 自然 数 %， 用 形式 符号 n 单 一 对 应 于 n 〈 亦 称 n 为 n 的 
Rid), So={n|nCo} ,这样 ， 我 们 定义 
So=oU {a}. 
> 是 由 以 Se 中 形式 符号 为 个 体 常 项 的 ZF 公 式 ， 并 且 这 些 公式 
中 的 所 有 约束 变 元 都 受 圈 于 56 中 某 一 元 素 ， 为 简便 起 见 ， 把 这 些 
公式 都 分 别 单一 对 应 于 蘑 一 形式 符号 ， 使 得 So 由 S1= 名 。 
假定 对 于 任意 的 序数 6<w<wo， 第 8 层次 的 符号 集合 Ss 都 已 
经 给 出 ， 并 且 对 于 任意 bl <a, Bca, BS: NSD, > 
= US (10.15) 


这 时 5S。 中 元 是 单一 对 应 地 由 下 述 公式 给 出 的 ， 这 种 ZF 公式 中 的 
常 项 只 能 是 7。 中 元 ， 所 有 量词 都 受 园 于 ,经 .为 简便 起 见 , 令 5。 
为 一 些 互 不 相同 的 符号 ， 并 旦 S。 NA a= SiH, RNS 

S= U Sas (10.16) 


则 我 们 称 S 为 标号 空间 ， 有 时 也 称 See) 为 标号 空间 .不 妨 要 
求 ， 上 述 的 每 一 个 单一 对 应 都 是 ZF 可 定义 的 (这 种 要 求 是 合理 
的 )。 

我 们 知道 ， 当 4<e。， 目 集合 XE MM。(S) BF, s 都 是 
通过 某 一 ZF 公式 4(z) (其 中 可 以 有 .2 中 其 些 元 素 , 并 且 4(z) 中 
的 量词 全 是 受 周 于 .2 KD) 而 定义 出 来 的 ,当然 也 不 妨 用 4(9 来 
说 明 这 一 集合 %, 上述 标 号 空间 就 是 按 这 样 的 思想 给 出 来 的 ， 

以 S 中 的 元 素 作为 个 体 符号 就 获得 了 扩充 的 ZF 语言 4。 具 体 
地 说 ， 对 于 任意 的 变 元 *，》， 常 项 符号 cl，czES， 下 述 符号 串 
HY, HEY, C1E%, YEc YXY=c Ecz CoE Cry c= cs 等 都 
是 初级 公式 ,任意 公式 4/，4, 经 过 命题 连接 词 按 第 六 章 ZF 语言 的 
形成 规则 可 以 获得 新 的 公式 ， 带 量词 的 公式 也 是 类 似 地 获 得 的 ， 
人 信 是 一 层次 结构 ,为 了 今后 按 层次 进行 论证 的 方便 ， 我 们 引进 两 
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个 新 的 受奖 量词 V 。, 习 。, 其 中 w<cao, 这 样 ， 对 于 任意 公式 Aly), 
% 在 其 中 自由 出 现 ， 就 有 习 axA4(%)，V a4(x) 为 Se 中 公式 ， 并 称 
ENARAAR. 语义 地 说 ， 当 我 们 的 模型 .YN 一 旦 被 确定 了 ， 
V .与 习 ax 将 分 别 被 解释 为 V spas, (sie fe BP. 

对 于 任意 的 自然 数 4，;mn，nEa， Ima x 的 命题 ,并 
称 为 基本 语句 ,这 样 ， 力 迫 条 件 就 是 语言 和 中 的 基本 语句 的 有 穷 
协调 的 集合 了 ， 


§3 JERS 


我 们 首先 定义 上 公式 的 次 序 概念 

定义 19.6 MRARY 中 一 个 受 态 公式 ， 三 元 组 (0,i,?7) 中 
a 是 一 序数 ，i 为 0 或 为 1，7? 为 大 于 0 的 一 自然 数 ， 并 且 

(1) 序数 c 是 满足 条 件 

(i) 若 c 在 4 中 出 现 ， 且 c € Ss， 则 8<<o， 
GD 若 受 较量 词 V RIEAN, WABE, 
的 最 小 的 序数 ， 

C2) ?是 4 中 出 现 的 符号 的 个 数 ， 

(3) i 或 为 0 或 为 1， 若 0 为 一 后 继 序数 ， 比 如 c= B+1， 量 
词 尽 。， 习 。 都 不 在 4 中 出 现 ， 并 且 对 于 任 一 cE€5s, c€t, c= 域 
i 二 c 的 初级 公式 都 不 在 4 中 出 现 . 则 i 一 0， 否则 i=1， 上 述 三 条 同 
时 成 立时 ， 则 称 <e,2,7) 为 公式 和 A 的 秩 ， 记 做 rnk4， 即 rnk4= 
<a, i, Y). 

注 记 10.7 如 果 rnk4 = <0,i,?>， MAR MRR AU Ma a) 
中 元 素 , 亦 即 4 描述 、 刻 划 UM (a) 的 关系 与 性 质 ， 指 标 ? 说 明 4 
的 复杂 性 的 程度 ,指标 ;是 在 力 迪 概念 中 为 克服 一 些 技术 上 的 困难 
而 设置 的 ,因为 当 过 到 形式 为 c: € cz: 芍 公式 ， 并 且 c1 ES, WTE 
—Y, Y<, MRNA cES 时 ， 需 用 某 一 更 简单 型 的 公式 去 代替 
c1Ec:， 这 就 费用 到 上 述 公式 秩 的 概念 。 

定义 10,7 对 于 SY 中 任意 的 受 关 公式 Áis Az, rakd: < 
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mkA, 4AM4a<e, Rese. Hi Li Ramt oii. 
<7: . 
例 10.3 令 cl，czES3，csES5， 公 式 
A, =¢1 Ecz 
A,=¢; Eca, 
As=3x( x =t: A% Ces). 
He 10.6, Ri ArnkA, =<4,1,3>,rnk4.= <6,1,3> ,rnkA;= 
(651, 11>. 10.7, Ki ArnkA, <rnkA,<rnkAs, 
例 10.4 SA he, Ecs 其 中 c1 €S., ES, H BSa, a+ 
0 如 果 0<B， 则 有 一 序数 ?<B， 如 果 B=0， 则 有 ?= 0， 在 任 一 
种 情况 下 ， 有 cs&€ S AERAN l 
Y ax (a Coys % Ec) A (63 E cz). 
HE10. 6T ErnkA, =<a@+1,1,3>, rnk: =< +1, 
0,17>。 由 定义 10,7， 我 们 有 rnkd4z<rnk4i。 
现在 ， 我 们 来 建立 本 章 的 一 个 关键 性 定义 ， 它 规定 一 力 巡 条 
件 思 与 一 受 轩 语句 间 的 力 RRR, MABAN, WHE 6 与 4 有 
力 追 关系 时 ， 我 们 就 记 做 细 一 4， 否 则 就 记 做 如 F4。 PURINA 
体 地 刻 划 这 一 关系 。 
定义 10.8 令 p 是 任意 给 定 的 一 个 力 迫 条 件 ，4 为 心中 一 个 
SABA, RMS FAR ok ABA Lp 与 4 的 力 迫 关系 如 
F: 
1. #a, ESo Hey czEgo， 亦 即 它们 分 别 是 某 自然 数 
M, ayia, KN, 4m<n 时 ， 则 有 p lle: Ec2, 否则 这 一 力 
人 迫 关 系 不 成 立 ， 
Xece Eo, Ha hj, 则 pe, Ecz, 当 且 仅 当 cr Eco GREN 
ciEa) 在 心中 。 
2. 如 果 有 一 语句 B， 使 得 4 为 1B， 则 加 一 4, 当 且 仅 当 对 任 
~q, PCq, MAB. 
3. MRA OB, CHBAWBAC, Mit, P—4 584X 
4p\|--BH plc. 
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4 如果 有 语句 B，C， 使 得 4 为 BYVC， 则 这 时 ，p i 一 4 4A 
RA p|I-B-XA||-C. 

5. MRA WB, C, HAAAB-C, Wit, pi—-4 4A 
仅 当 pl 一 C 或 B81 一 1B， 

6。 如 果 有 语句 B，C， 使 得 4 为 B<->C， 则 这 时 ，Pp 上 一 4 当 
上 且 仅 当 pp 一 8 一 CH 有 Hp 一 C->5， 

7. 如 果 有 受 园 量词 习 , 和 公式 B(x) 使 得 4 为 语句 
BaxB(x), WIRY, PI--AMBM4 ARBAB, Ba, c€S,, 
ttp ||-—B ic). 

8. MRALARI Ve 和 公式 B(+)， 使 得 4 为 语句 Vs。%4 
《x*)， 则 这 时 ， 力 一 4 当 旦 仅 当 对 于 每 一 力 据 条件 g，pCg 和 任 一 
序数 8，B<a,，glk 1Blc). 

9, MRE AAA aSc, HPaeSe, ciE5s， 且 ?= 
Max(a@,B), I) C1) Y= 0}, p |44 BM Ye col BR 
Me, Bhor=co=asy 《2 ) 当 0<y? A, pi-4, ERK $l- 
Vels Ecx Ec). 

10。 如 果 语 名 4 为 ct Ec, He E Se, c2€ Sp, 0<B, o 是 
ARBO 单一 对 应 的 那个 符号 ， 则 这 时 ， 乡 | 一 4 当 且 仅 当 尹 | 一 
Bler). 

11. 如 果 语 句 4 为 c1 Ecz, 其 中 c1 €Sa, c2€Sg, Ba. 0<a@ 

《 即 不 是 4==8=0 的 情况 )， 并 且 对 于 某 一 ce3E S，( 当 0<B 时 ,< 
By 48=0NM, Y=0), MWB, DIAM HRH All -Vasivea 
e g G03) /\cs€ Cr 

注 记 10.8 考察 上 述 定义 ， 不 难看 出 此 定义 中 第 1 和 第 9 

C1) 两 条 为 基 始 情况 ,第 2 一 8 条 明显 地 都 是 把 p 力 迫 4 归 约 到 具 
有 秩 比 4 小 的 语句 B，C 或 B(c) 是 否 被 p 所 力 迫 上 了 .第 9(2) 条 中 
语句 4 即 ci=cz 的 秩 为 4y+ 1.1632, ADV pee Gor <x Ec) AY 
秩 为 人 ?+ 1,0;,1L> 因 此 ， 这 一 归 约 也 是 合理 的 .对 第 10 条 而 言 、 因 
为 rng(CB(C)) = <@+1,7,¥>, mkA=<8 +1,1,3>, He<s, A 
th, 显然 有 rnkB(C) 过 rnk4， 对 第 11 条 而 言 ， 由 例 10,4， 语 句 4 
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的 秩 较 大 ， 并 日 csE cs 已 归 约 到 第 10 条 的 情况 给 以 处 理 ， 面 语 和 名 
Vaala Ecis Eos) RUT RES 条 了 .这样 ， 依 照 受 园 诺 名 的 
秩 ， 即 对 受 略语 句 作 超 穷 妇 纳 法 就 建 立 了 力 迫 关系 这 一 基本 概 

7210.9 定义 10.8 的 第 2 条 ， 当 我 们 断定 DAE pya 
语句 “IB 时 ,需要 考察 任 一 力 迫 条 件 9，2C9，clk 巨 ,这 样 看 ， 我 
们 就 需要 考察 无 穷 多 的 情形 ， 才 能 获得 欲求 结果 其实， 对 于 具 
体 情况 ， 也 未 必 都 要 考察 包含 中 的 那些 力 迫 条 件 〈 对 于 第 8 条 也 
有 类 似 的 情形 ) .例如 , 令 p= 二 {4Ea} ,4 为 14Ea, 由 定义 显然 有 
旋 || 一 4Ea， 因 为 对 于 力 的 任何 协调 的 扩充 g ,都 不 能 有 i144Ea 在 4 
h, Pluk. git ea, WADA, BUI 1 14Ea. 

现在 我 们 来 扩充 上 述 定 义 ， 使 得 我 们 能 够 考察 对 于 5 上 的 任 
一 语 甸 与 力 过 条 件 之 间 是 否 存 在 着 力 迫 关系 、 

定义 10.9 对 于 语言 S 中 的 任意 的 语句 4 ( 它 可 以 是 受 圈 
的 ， 也 可 以 是 不 受 陪 的 ) 和 任 一 给 定 的 力 RE p, WAATA 
的 构造 ， 建 立 *p 力 按 4” 即 pl 一 4 这 一 关系 如 下 ， 

当 4 为 一 受 团 语 句 时 ，p 与 4 之 间 的 力 迫 关系 由 定义 10.8 给 
出 ， 

1， 如 果 有 公式 B(x)， 使 得 4 为 xB(x)， 刚 pl 一 4， 当 且 仅 
“4A—cES, pB. 

2 如果 有 公式 了 (x)， 使 得 4 为 VB(Y)， 则 少 | 一 4， 当 且 仅 
当 对 于 每 一 cES， 任 一 力 迫 条 件 g，pcg, git IBC). 

3。 如 果 有 语句 B， 使 得 4 为 1B, 则 P| 一 4， 当 和 且 仅 当 对 于 任 
Jb Rtg, pcg, git B. 

4. MRA B,C, HBAKBAC. WW Al-A, SBR 
pi-BE.f||-C. 
5. 如 果 有 语句 B，fC 使 得 4 为 BVC, W p14, 当 且 仅 当 
pl 一 B 或 pl 一 C。 
6。 如 果 有 语句 B，C， 使 得 4 为 BC， 则 办 4, 当 且 私 当 
DI 一 C 或 Pi 一 1B. 
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7. 如 果 有 语句 刀 ，C， 人 个 得 .4 为 Rei, til pl--A, 4 ALIN 
4 p|—B>CH ple B. 

注 记 10.10 ”上述 定义 中 第 3 一 7 条 是 必要 的 ， 虽 然 在 表面 上 
它们 与 定义 10.8 中 第 2 一 6 条 相同 ， 然 而 两 种 情况 是 不 同 的 ,在 定 
义 10.9 中 语句 B,C 仍然 可 以 有 不 受 关 的 量词 ， 而 在 定义 10.a 中 
没有 这 种 情况 .也 就 是 说 ， 定 义 10.9 的 第 3 一 7 条 都 是 不 可 缺少 的 


$10 力 迫 关系 的 埠 本 性 质 


我 们 知道 ， 力 近 条件 是 语言 中 基本 语 名 的 有 穷 协 调集 合 ， 
RES Ms. SA ee ein Me ie i eB EE Be 
FERR. RIM, AEA AIA anion or 中 的 每 “语句 建立 力 
迫 关系 .本 节 我 们 讨论 力 迫 关 系 的 基本 性 质 ， 由 此 ， 可 以 看 出 安 
AY RE YX. 

810.13 NLA p 和 任 一 语句 4 ， 都 不 能 有 
pl 一 4 与 pl 一 14 同时 成 立 ， 

证 明 ”假定 有 力 迫 条 件 p 和 红 的 语句 4 使 得 pl 一 4 与 pl JA 
同时 成 立 。 乡 | 一 4， 由 定义 ， 对 于 任意 的 力 i Rg Pap 
glIk4， 特 男 地 ， 力 4， 这 与 前 提 Dl AMA IS. 从 而 获得 定理 的 
证 明 

定理 10.14 ”对 于 任意 的 力 迫 条 件 ,g 和 任意 语 名 4， 车 pj 一 
A, pcq, Mgl: 

证 明 ”我 们 施 归 纳 于 语句 4 的 构造 来 作证 明 , 首 先 ， 证 明 有 4 为 
受 贺 语句 时 定理 成 立 , 这 时 ， 施 归纳 于 4 的 秩 rnk4=<&,1,?>，4 
为 定义 10.8 中 的 第 一 条 的 公式 ci € c AHA Mc, C2 均 为 数 词 时 ， 
力 迫 关系 成 立 与 否 仅 决定 于 对 应 的 二 自然 数 的 关系 ,与 力 迫 KF 
EX. WPA, A g|l-As 4 6c 为 某 一 数 词 ，c: 为 8 时，c1 Ea 
Eph. MAP| €a, Mpc, Akt, ciEa 也 在 9 中 ， 记 以 有 
了 jl 一 ciEa, 此 时 定理 得 证 ， 当 4 为 某 一 语句 百 的 否定 式 即 18 时， 
2 一 站 2 就 意味 着 ,对 于 任意 的 力 迫 条 件 79:，2CYogIzB。 当 然 对 
FRA, Ep CCq， 且 gCq,， HA PCH 因此 ， 也 
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Aig BARR, 对 于 任 一 9Y， peg 9 也 有 对 于 任意 qis qo 
Gis Aq s. AE, 同样 由 定义 10,8 的 第 2 条 ， RAG | 一 1B, 即 
4 一 4, 对 于 定义 10,8 的 第 3 一 6 条 来 说 ，Zp 上 一 4 的 定义 ， 都 归纳 到 
了 秩 较 小 的 = 公式 B,C 的 情形 ,我 们 仅 需 证 明 一 种 情况 ,例如 A 为 © 
BACH, HEX, Xi pl-B 且 pl 一 GC， 由 归纳 假设 ， 有 gl 一 B 
是 ql 一 C,. 这 样 ， 由 定义 10.8 第 3 条 。 就 有 gl 一 B 人 入 C， 即 gl 一 4 
因此 ， 定 理 成 立 . 对 于 第 7 一 8 两 条 ， 只 要 我 们 注意 到 
rnkB(c) <rnk3,*%B(x), 
rok 1B(c)<rnkV axB(%) 
两 式 成 立 ， 并 利用 归纳 法 即 可 获得 和 欲 证 结果 .对 于 第 9 条 C1) 是 
显然 的 .对 〈2》 ， 也 因为 有 
rok V axls Eci t— y Ec) Crnke, =c 

成 立 ， 由 归纳 法 有 欲 证 结果 .类似 地 ， 对 于 第 10 一 11 也 可 获得 欲 
证 结果 。 

其 次 ， 对 于 不 受 园 的 语 和 名 4， 施 归纳 于 4 的 构造 ， 例 如 ， 对 
于 定义 10.9 的 第 1 条 ， 即 有 公式 B(x)， 使 得 4 为 3xB(x)， 当 
p\--SxBle) 时 ， 由 定义 ， 有 一 cE 5S, 使 得 一 B(c) , 据 对 4 构造 
的 归纳 法 ， 由 办 一 B(c)， 就 有 对 于 任 一 力 迫 条 件 9g，pCg,gl 一 
Bc) .这样 ， 再 次 使 用 定义 10.9 的 第 一 条 ， 有 gl 一 3xB(x)， 即 
gl 一 4. 从 而 获得 欲 证 结果 ,对 于 定义 10.9 的 第 2 一 7 条 ， 类 似 于 上 
述 论证 过 程 ， 即 得 欲 证 结果 ， 

定理 10,15 ”对 于 每 一 力 迫 条 件 力 和 任 一 语句 4， 都 有 力 人 迫 条 
件 g，pCgq， 使 得 qj 一 4 或 者 gl 一 14。 

HEAR ” 当 乡 | 一 4 时 ， 据 定理 10.13， 对 任 一 g，pcCg， 有 
gl 一 14, 所 以 欲 证 结果 成 立 . 如 果 plFF “14， 那 么 由 力 迫 关系 的 定 
义 ,就 必须 是 对 于 某 一 g，pCg， 有 gj 一 4， 这样 ， 不 管 哪 一 种 情 
况 ， 都 有 4 | 一 4 或 者 9| 一 4, 即 欲 证 结果 成 立 . 

定义 10.10 $ po pir po A - WAAR. MRM 
每 一 自然 数 %， 有 加 C ti， 并 且 对 于 吧 中 任 一 语 包 4， 都 存在 
一 自然 数 %， 使 得 
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少儿 一 4 或 如 | 一 人 4 
成 立 ， 则 称 这 一 列 力 迫 条 件 为 完备 的 ， 
注 记 10.10 对 于 上 述 定义 的 完备 序列 ， 我 们 令 
G= {pln€ o}, (10.17) © 
我 们 将 证 明 G 不 在 M 中 ， 并 且 在 至 中 是 不 可 定义 的 
注 记 10.11 由 力 迫 条 件 的 定义 ， 任 一 力 迫 条 件 刀 pE He 
本 语句 组 成 的 一 协调 的 有 穷 集合 ， 不 妨 假 定 为 
{neEa, ooaEay ImoEa, © lmeGa}. (10.18) 
现在 ， 我 们 由 上 述 力 迫 条 件 做 一 有 序 对 集合 如 下 : 
{no, “77, mit, {mo e, ma} >, (10.19) 
也 就 是 说 ， 将 加 中 不 含 否 定 词 的 基本 语句 中 的 数 词 所 对 应 的 自然 
数 一 起 组 成 有 序 对 的 第 一 元 ， 而 把 p 中 含有 否定 词 的 基本 语句 中 
的 数 词 所 对 应 的 自然 数 一 起 组 成 有 序 对 的 第 二 元 。 这样， 对 于 每 
一 力 追 条 件 尹 都 有 唯一 的 有 序 对 集合 p 的 表示 集合 p) 与 之 
对 应 ,反之 ,对 于 任 一 形 如 式 〈10.19) 的 有 序 对 集合 ， 都 有 唯一 
的 力 迪 条 件 与 之 对 应 .不 难看 出 ， 对 于 形 如 式 〈10.19) 的 任 一 有 
序 对 集合 ， 由 于 它 的 有 穷 性 ， 显 然 它 在 及 中 ,这 样 ,对 于 每 一 力 追 
条 件 少 , 它 的 表示 集合 如 E AM ,不 难看 出 ,我 们 有 一 ZF SAAC), 
使 得 对 于 任 一 集合 ，4(s) 在 MM 中 成 立 当 且 仅 当 5 为 某 一 力 迫 条 件 
的 表示 集合 .我 们 令 
P= {s|A(s)}, (10.20) 
则 有 PCV。. 因 此 ，PE 及 ,然而 ， HR 10.1) 定义 的 集合 C， 
令 
CG' 二 {p31ps€G 且 力 ; 为 :的 表示 集合 }。 10.21) 
显然 ， CG"CP, 然 而 按 注 记 10.10 的 说 明 ,G' 是 不 属于 朵 的 ,这 点 是 
非常 重要 的 。 
3210.18 力 人 迫 条 件 的 完备 序列 是 存在 的 
证 明 ”由 有 慑 为 可 数 的 ， 即 序数 ga, 是 可 数 的 ， 这 样 ， 标 号 空间 
S 是 可 数 的 .因此 ，s 中 的 所 有 语句 是 可 数 的 ,这 样 ， 我 们 可 以 把 
经 中 的 所 有 语句 排列 成 一 可 数 序列 
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Ao At, Ary Amy ote (nEo), (10.225 
EE ASAE PIED BARTS SE IP A — TM, LAH po 
(RE GARE Par, BAIS Paw HB RS Gs Pes Cg FFA 
{i qll A BRB q|l— 14,-1。 册 定理 10,15， 这 样 的 g 总 是 存在 
的 ， 这样 ， 对 于 任 一 自然 数 ww， 我 们 就 有 力 迫 条 件 p。, 因 此 ,就 有 
力 追 条 件 序 列 : 

Pos Pry pry oy Paros MEO, (10,23) 
显然 ， 这 一 序列 是 完备 序列 。 

上 述 定理 肯定 方 迫 条 件 的 完备 序列 是 存在 的 .不 难看 出 ,这 种 
完备 序列 不 是 唯一 的 .然而 ， 为 了 确定 起 见 ， 从 本 节 至 812, JL 
讲 到 完备 序列 时 ， 均 指 式 (10.23) 给 出 的 这 一 完备 序列 。 

注 记 10.12 S{p.|n€ O} 为 取 定 的 一 完备 序列 ,这 样 ， 对 每 
一 自然 数 z:， 都 有 一 自然 数 %, 使 得 pj 一 有 Ea 或 pol 一 IREa， 这 
样 ， 令 

a?= {h| 3, E @(p,|\-kEa)}. (10,24) 
显然 ，a"C0. 现 在 ， 我 们 能 够 有 :对 于 每 一 cE€S。 定义 相应 的 党 
合 e* EAN ,从 而 就 可 以 确定 模型 .VY 了 .对 此 ， 施 归纳 于 5 的 结构 。 
对 于 cE So， 显 然 ec? 已 定义 了 。 对 于 cE 5。，0<4， 于 c 单一 对 磋 
的 公式 为 A(x,cl，…，cs) (rE Sp;, BO), REX PRTA 
式 ， 并 且 其 中 所 有 的 约束 变 元 都 受 赔 于 Xa KAM. BN 
已 定义 了 cy$，…，c) ， 并 且 对 于 每 一 序数 B,B<e,， cv€E5a， cr 
已 定义 了 ,从 而 令 
Xa = {chle E€ SABLE}, 
由 此 ， 我 们 令 
che {elxe Xa N Ax (gc ,cs)}, (10.25) 
其 中 Ax (xc yen) 是 公式 A, Cry ty Cn) Esah h EN HE 
释 . 这 样 ， 我 们 就 有 模型 . 尹 的 一 个 严格 的 定义 了 ,因为 由 a" 的 完全 
确定 ， 对 于 每 一 序数 &<ao， 就 给 出 了 M。(a)， 不 引起 误解 时 常 
WAM. a), AMER 10.1 RAY. 
2010.17 ATERS PEE- WIA RAMBO 
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HARR m, Pnl —A 

证 明 首先 假定 4 为 一 受 圈 语 句 ， 施 归纳 于 4 的 秩 ，(1)〉 当 4 
Wer€e, Hoa, c€o, BNA RRR n, k, Eer csr 
Ain, k 的 数 词 ， 当 %< 之 & 时 ， BR, N Fa € 2 ll ei € es, 
并 且 当 &< 和 时， 两 者 均 不 成 立 . 当 ci 为 自然 数 w 的 数 词 ，c? 为 a 时 ， 
即 4 为 n€a， 由 a 的 定义 也 获得 了 欲 证 结果 。( 2)〉 当 我 们 有 语句 
B, BAA IBM, MRAmCo, pal -4H VHA HI DR 
BAN =B, A, Anco, Am<n, p.||—B,AR, Hpal—A, 
WHS, ||— BAER AF EH10.13. AARE: E fn ll—A, 
则 .AY 一 4. 另 一 方面 ， 车 4 在 N 中 假 ， 则 N HB. h HAR, A 
pull -B. Ak, SHER s, nCo, BAHASA |— 1B。(3》 对 于 
定义 10.8 的 第 3 一 6 来 讲 ， 欲 证 结果 是 显然 的 ,这 里 从 略 。(4) 有 
公式 Bix), FRR a<@o, BAW 习 。xB( x). 假定 加 .| 一 4， 即 
pj 一 习 。xB(x), 就 有 CESp，B<a，pml 一 B(c ), 由 归纳 假设 ， 
AN \\-Ble) ,从 而 有 N ||—-SaxB(s) BY HA, Kt Ah 
每 一 步 的 首都 是 成 立 的 .从 而 ， 当 4 为 习 。xB(x) 时 欲 证 结果 成 立 。 
(5) 有 公式 B(x) 和 序数 a <ao ,使 得 4 为 V 。x*B(%) ALE pl 一 4， 
Bpel- V .xB(x) .这样 ， 对 于 每 一 B，B<a，CE Ss， 就 必 有 %n， 
m<n, Pall Bo) 《因为 由 定义 不 可 能 有 ps,l 一 18(c)), 由 归纳 
t, EN EBO. HZ, BV |Y aB) BLY ARS, 
KA 厂 4， 把 上 述 过 程 反 过 去 ,就 有 pw 一 4，(6) 相当 于 定义 
10.8 第 9 条 的 O 是 显然 的 ， 其 中 (2) 把 c=c: 还 原 为 较 小 秩 的 
Y r(x E 01<—> E 02), 归纳 假定 有 pn 一 VY rale E 01> E c) 
当 且 仅 当 N =V ye (xE cl< 一 >% Ce), 显然 后 者 等 价 于 N |= 
C1=Coo JA METRIESE RL. (7) 有 CSa, 02€ Sp , B<, 
cz: 是 公式 妃 (Y) 单 一 对 应 的 那个 符号 ,公式 4 为 clEcv。 由 定义 10.8， 
这 时 加 -| 一 ceEcs， 当 且 仅 当 加 .| 一 B(c0， 运 用 式 〈10.25) 结果 
是 显然 的 ，(8) 定义 10.8 的 第 11 条 ， 由 上 述 (6)，(7) 是 不 难 获得 
的 。 

其 次 ， 假 定 4 为 斤 中 任 一 语句 ， 只 需 证 4 为 不 受 圈 的 情况 , 施 
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归 销 了 于 4 的 构造 ,例如 ， 有 公式 B(x)》， 使 得 4 为 3xB(x) ,这 时 ,如 
A Pm Poll—A, Bl pl 一 xB(x)， 由 定义 ， 有 cE S， 思 .| 一 
Blc). HAABKR, AL EBC). MIR, 有 . 尹 片 3xrB(x》 B 
N FARR, BES I-A, RA c,.ceS,EBLY HBC), H 
归纳 假设 ,就 有 Zl 一 BCc) ,因此 ,由 定义 10.9， 有 pnl 一 3xB(%x)。 
其 它 情 况 类 似 地 可 以 获得 欲 证 结果 。 

注 记 10,13 我们 已 证 明 的 定理 10.17， 把 语言 经 中 的 语句 4 
在 模型 s 的 真 值 概念 与 力 迫 概念 特别 是 与 完备 序列 中 的 力 迫 概 
念 联系 起 来 了 ,为 了 考察 语句 4 在 .中 真 值 问题 ， 我 们 仅 需 考察 
完备 序列 中 是 否 有 力 迫 条 件 对 4 的 力 迫 关系 了 ,虽然 完备 序列 本 身 
是 不 可 在 朵 中 定义 的 ， 但 是 ， 任 一 确定 的 力 迫 条 件 都 是 ZEF 可 定义 
的 ,这 样 ， 我 们 仅 需 考察 力 迫 关系 能 否 ZF 可 定义 了 。 


$11 力 迫 关系 的 绝对 性 


本 节 的 第 一 个 目标 是 证 明 , 力 迫 关系 | 一 4 是 ZF 可 表达 的 , 并 
且 当 4 为 一 个 受 园 公 式 时 ， 这 一 力 迫 关系 可 以 表示 为 2?" 公 式 , A 
体 地 说 ， 若 为 一 个 力 迫 条 件 , 由 注 记 10,1 所 描述 的 p 的 表示 和 集合 
记 做 pr?，4’ 为 受 固 公式 4 的 哥 德 尔 集合 , 则 Pl 一 4 可 以 由 关系 
F(p°,A’) 所 表示 , 亦 即 : PIAS BM4<p?, ADECF. RHA 
仅 要 定义 这 一 关系 ,而 且 要 指出 已 ( 加 ,4 ) 可 以 表达 为 了 2 公式 ， 
从 而 力 迫 关系 严 (20，47 ) 就 是 绝对 的 了 ， 

注 记 10,14 为 了 表达 上 述 关系 ， 并 证 明 相 MAR, RUS 
第 八 章 $6， 对 于 任 一 公式 (包括 受 园 公 式 )， 求 出 它 的 哥 德 尔 集 
合 ,为 此 ,首先 考察 本 章 § 8 中 引进 的 语言 SN CPAs A 
地 配 之 以 确定 的 集合 ,对 于 逻辑 词 、 等 词 与 属于 关系 ， 我 们 仍 用 
第 八 章 $ 6 中 的 对 应 ， 亦 即 

“l Ay Vs =>, =, 3, V, €, =. 


0,1,2,3, 4,5,6,75 Bo 
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对 于 变 元 ， 我 们 仍 用 0 一 9 中 元 表示 ， 并 且 记 做 ,对 于 常 项 
符号 亦 即 5S 中 的 元 ， 我 们 可 以 引进 如 下 的 有 序 对 的 表示 方法 ,对 于 
Ss 中 的 元 素 ， 我 们 用 <9,n) 表 示 形 式 符号 n, 并 且 用 <9,{1,2)) 表 示 
符号 a. 对 于 Si 中 任 一 元 c,， 我 们 用 《10,%> 表 示 之 ， 一 般 地 ， 对 于 
任 一 B<a，cs€ 5S， 我 们 可 以 几 《9+B,m) 表示 之 ,对 于 公式 的 表 
示 过 程 , 除 V。, 习 .之 外 全 与 第 八 章 § 6 相同 .假定 我 们 用 “表示 变 元 
xx， 用 集合 好 (4(x)) 7 表示 公式 4(z)(x 在 其 中 出 现 )， 这 时 我 们 分 
别 用 集合 ; 

56, <@,n>, ECAC), 

<6, <@,m>, FACN)) 
BRAK Ae) GV at Als) ,并 称 它 们 为 此 二 公式 的 哥 德 尔 集 
合 。 今 后 ， 为 简便 起 见 ， 我 们 常 常 直接 地 把 在 某 一 模型 中 意 指 公 
式 对 应 的 哥 德 尔 集合 的 集合 看 作 公式 的 集合 . 

定理 10.18 XREF, AD 是 绝对 的 ， 亦 即 它 可 以 表达 为 
ZZ3 公式 。 

证 明 ”平行 于 定义 10.8， 施 归纳 于 公式 4 的 秩 《02 ,i,7》;: 

第 一 ， 当 44 为 ec: Cer, Ha, c2:€Sy He, cc€o, MAG 
RBar, m, Ber ce BAm, no 的 数 词 ， 这 时 A 为 集合 《7， 
(94>, <952>>, Hn 之 70z 时 ， 对 任 一 ,都 有 关系 

FCP", <7,69,m1>, <972>) 
RA, Yne<mit, WKRA Maz. 
当 ciE o， oat, APH 
{pr, oy mat, {mis oy mid, 
Kit, MRAZ, 1<7<k, 使 得 w; 的 数 词 为 c， 则 关系 
ECP, <T, <9, Ai, <9, {1,2}>>) 
成立 .否则 ， 些 关系 不 成 立 。 

第 二 ， 如 果 有 语句 B， 使 得 4 为 ”1B， 则 FC(pP?，4') 成 立 , 当 
且 仅 当 对 于 任 一 力 扎 条件 4s，pC4, 使 得 F(g,B') 不 成 立 , 为 了 说 
明 后 者 的 绝对 性 ， 我 们 令 

P= {z| ord pr(z) A Fin Cz) AFin(Cz]) 
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Ata CaAl2),CoAVxE la 
Vy€Czle wy}. (10.26) 
BAR, y=P 2c PRU RA CT OK A E 4 为 任 一 
MARHE pCg， 则 关系 P(g, BD 不 成 立 " 可 以 描述 为 
YE yl(y=PApCe> |Flz,B’)). 
BR, RNERIT ARK. 
据 定义 10.8 中 的 情况 3 一 10， 逐 一 进行 归纳 ， 没 有 什么 实质 
性 困难 即 可 获得 欲 证 结果 ， 我 们 把 这 些 步 又 留 给 读者 作为 练习 ， 
对 于 非 受 辕 语句 的 力 迫 关系 ， 我 们 需要 作 进 一 步 的 分 析 与 考 
察 ， 因 为 不 假定 序数 4 为 <6。， 所 以 情况 就 很 不 相同 了 ,这 时 ， 我 
们 不 可 能 在 ZF 中 归纳 地 定义 力 追 关系 了 ， 因 为 非 形式 的 归纳 过 程 
是 归纳 于 符号 的 数目 的 .然而 ， 因 为 对 于 任意 的 序数 a， 我 们 都 多 
许 使 用 Ss 中 的 常 项 ， 所 以 ， 就 不 存在 一 个 集合 ， 它 为 ?个 符号 组 
成 的 语句 前 集合 .当然 ,如 果 我 们 假定 所 有 的 序数 & 都 小 于 0 那么 
它 就 能 够 在 ZF 中 被 表达 ， 但 这 时 wo 就 出 现在 被 定义 的 关系 中 了 。 
然而 ， 如 同 定 理 6,22， 对 于 单个 的 公式 来 讲 ， 我 们 是 能 够 抓 佳 它 
的 力 连 概念 的 。 
定理 10.19 G Alm, ve) 为 非 受 阅 公式 ， 在 其 中 没有 常 
项 , 恰 有 n 个 变 元 自由 出 现 , 存 在 一 个 在 ZF 中 可 表达 的 关系 F(p'， 
c',… C4)， 并 且 它 可 以 表示 为 入 ?公式 ,相对 于 ZF 的 任意 模型 ， 
这 一 关系 是 
pl—Ale,* Cae 
证 明 由 逻辑 定理 ， 不 失 一 般 性 , 不 妨 假设 公式 A(x1，… te) 
仅 含 有 逻 辑 词 |， 八 科 , 施 归 纳 于 公式 4(41，… ,%a) 的 构造 ， 米 
证 明定 理 中 的 关系 F 可 以 表示 为 LAA. 首先 ， 设 4 中 无 逻辑 
词 出 现 ， 由 定理 10.18 就 获得 了 和 欲 证 结果 ， 其 次 ， 假 定 4 为 1B， 
并 且 已 有 一 表示 2 一 8B 的 己 ?" 公 式 G(Pr',c!1，… cn). 这 时 pl 一 4 
即 公式 F(p? ,cf… ch RTM RRA VE EPE G’, 
cf 0 人) 显然 这 是 可 以 表示 为 开 公式 的 ;第 三 ,4 为 4 人 4 
FI EP I} A dll An RAW CIP BMG pa cist sea) 


+ 292+ 


与 GL( 加 ,of 人， 这 时 表示 关系 少 | 一 4 即 pll—A,A pll, 
DRG CP’ ef ch AGP", cl, :ic 人)， 显 然 可 表示 为 一 个 
荆 全 公式 ;第 四 ， 设 4 为 3xB(x,%，…，%)。 由 归纳 假设 ， 对 于 
公式 BB ty hn) MA, CAREJAR- ARGAD, 
c ci," ,C4) 意味 着 
PI--Blo,c1,+** 560) 

FE M1009, Pll--DxBlx,c1,°~ ,cs) 成 立 就 意味 着 有 一 标号 6， 
使 得 如 一 BCecy…co)。 此 时 有 一 8<oo，cESo. 取 满 足 这 一 条 
件 的 最 小 序数 8 记 做 B， 这 样 ， 我 们 令 严 (加 ,ef yeh) 为 

Be ESG", 013th), 
TH Pp |/-S*BCa, cry" ,cn) 不 成 立 ， 就 意 味 着 ， 对 于 任 一 cE€5,， 
都 有 IGH, ,cl,… ,C4)。 令 Bj 为 0， 且 FRCP,c!1,… ,cs ) 为 

FeE SiG p’ se’ ct 0h) 

这 样 ， 不 管 p1 一 xB(%,cl,… ,cn) 是 否 成 立 ， 我 们 都 获得 了 表达 
它 的 关系 (pr',c1,…,0c5)， 并 上 且 它 可 表示 为 85" 公式 、 综 上 ， 不 
管 那 种 情况 ， 都 有 和 欲 证 结果 成 立 ， 从 而 我 们 完成 了 定理 10,19 的 
证 明 ， 


$12 #BIN,, ZFH-GCH+AC>V=L 


现在 假定 完备 序列 {fain€ 中 已 取 定 ，a' 由 式 (10,24) 给 出 ， 

并 且 令 
Ni =U {Mp(a) [i <t}. 

现在 ， 我 们 来 证 明 N AZFH-TPRD. ENE FE 
L 中 成 立 的 证 明 类 似 的 。 空 集合 公理 、 外 延 公理 、 无 序 对 公理 、 
并 集合 公理 、 无 穷 公 理 和 正则 公理 在 入 .中 是 成 立 的 ， 这 些 证 明 
都 是 不 难 的 ， 作 为 练习 留 给 读者 去 证 明 ， 

AcE Sa, 00n RIRH: EN, 中 有 一 集合 *，% 是 
c! 相对 于 和 的 寡 集 合 。 为 此 对 于 上 述 园 定 的 cy 和 4， 我 们 引进 下 
述 定义 。 

定义 10.11 对 于 3 中 任 一 c， 令 
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R(c) ={p| pl}--cCe}, 
T (c) ={¢p,¢2> | SB<a(pl—e2Ec Her € S,)}, 
U(c) =<R(c), T(c)). 

由 定理 10.18 与 注 记 10.14， 不 难看 出 ， 尺 (c)，T(c) GUC 
SEM PHBE, WVBR EM tp. 也 就 是 说 ， 它 们 
都 是 在 性 中 借助 于 ZE 的 公式 可 定义 的 运算 ,重要 的 是 由 于 上 述 定 
义 中 不 使 用 我 们 已 经 选择 好 的 完备 序 列 {pa EBE, ALK 
Tc) 是 一 个 集合 。 

定理 10.25 WM BUCes)=Ule.) He§ Cet, Wel =c}. 

证 明 因为 61 Ci， 所 以 ， 存 在 t， 使 得 完备 序列 中 的 名 W 
E panllecsCe, 但 是 Rice) =R), BE 有; Pallei Ce} ; 
balci Cot KAY, Mos Hcl, WABE, cs ESaC Ces 
Helge) mics écsHesCcy). PRRI, Riles Ecs 且 
cicis 因此， 有 自然 数 %， 使 得 pcs Ecs 即 PatET (cs) 中 ， 
又 因为 Tles) =T(cs)， 这 样 ， 对 于 同一 p,， 有 ps 一 cs Eci ME, 
cs Ecy， 这 就 与 假定 cs 儿 04 相 矛盾 。 从 而 获得 欲 证 结果 ， 即 c: = 
Cie 

我 们 知道 ， 标 号 空间 S 不 是 M pART, MACEM 中 的 
类 ,对 于 每 一 :ES，R(c) 是 力 迫 条 件 的 集合 。 由 注 记 10.11P 为 
所 有 力 迫 条 件 的 集合 ， 且 PEM。R(c) 是 P 的 子 集合 。 由 于 RR 在 
AM 中 是 可 定义 的 ，ranR 亦 即 {RCc) |c ESAE EPAR TM HR 
agp. BUH, We<a, c€S., T0) Æ PX U Sak F 
SRA» RIT (c) C (PX US), 这 样 工 的 值 域 ranT 即 {TC(e) |c€ 5S} 就 
包含 在 PX Ss 相对 于 及 的 短 集 合 之 中 ， 这 样 ，ranR 与 ran7 都 
是 有 中 的 集合 ， 令 

U=(ranR) x (ranT), (10.27) 
MEE—cCS, Ul) PREM Pte OPM—TEA. 

定义 10.12 ”对 于 每 一 wsE€U， 如 果 有 一 序数 B,， 使 cE5p H 

U(e)=w 成 立 ， 则 令 f(w) 是 满足 这 一 条 件 的 最 小 序数 8 如果 不 
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存在 序数 8， 使 得 有 cESe 且 U(e)==w， 则 令 f=0. EM B= 
Sup{f (ww) |4EU}. 

上 述 定义 的 Bo 与 已 固定 的 c1 与 4 有 关 ， 由 于 定义 中 出 现 的 集 
合 、 函 数 均 在 MM 中， 因此 ,有 BEM， 

定理 10.21 如 果 c*Cec!l， 则 有 B 之 Bho。，cs€ 5p 使 得 cs =c°. 

证 明 因为 U(c)EU， 由 Bo 的 定义 ， 存 在 一 BBo。，cs€ Ss 使 
BU (e)=U (cs) ,这 样 ， 据 定理 10,.20， 就 有 ec: =c'。 

定理 10.22 HRALHEN HRY. 

证 明 对 于 人 ,中 任 一 集合 ， 据 人 ,的 定义 ， 有 一 标号 cvE 5。， 
2<<a 使 得 这 一 集合 就 是 ci 。 我 们 取 定 这 一 标号 和 序数 4a， 运 用 定 
义 10.11，10.12， 定 理 10.20 和 10.21， 就 有 ci 的 任 一 子 集合 都 是 
集合 和 es。 OREU {M,Ca") 1B 之 Bo}) 的 元 素 ， 这 样 cl 在 入 :中 的 
等 集 合 就 是 {x1xEXXgp, 八 x*Ccl}， 因 此 ， 它 是 由 相对 于 Xs, 的 公 
式 所 定义 的 ， 亦 即 它 是 M，(a" 的 元 素 ， 故 欲 证 结果 成 立 ， 

现在 ， 我 们 考察 奉 换 公理 .我 们 仅 需 证 明 ， 如 果 对 于 任意 的 
公式 4(%,y)， 在 NN ,中 它 能 够 定义 一 函数 , 且 对 于 任 一 * EN,， 
至 多 有 一 y EN, 使 得 y=P(x)， 即 4(%,y) 真 ， 则 对 于 任 一 集合 
sEN,， 都 有 {P(x)1xE€s} EN. 

假定 公式 4(x,y) 为 满足 上 述 前 提 的 公式 。 取 固 标号 ci KF 
Ha, a<a, He ES 我 们 可 以 假想 标号 c 代 表 必 ,中 已 知 集合 s。 
在 MM 中 试 定 义 函 数 g， 使 其 定义 域 满足 

domgCRX Use (10.28) 

并 且 对 于 任意 的 (p,c> Edomr， 当 有 序数 6， 使 eESa PI- 

A(c,cz) 时 ， 就 取 满足 这 一 条 件 的 最 小 的 序数 为 6， 令 g(p,c) 一 

do 如 果 这 样 的 序数 6 是 不 存在 的 , RS ofc) 二 0, 据 定理 10.19， 

KAPHA, ce.) WHE, WHR & 的 要 求 是 合理 的 . 由 此 ， 
我 们 定义 

Bo=Sup{g(p,c) |$ E PACE U Sa}, (10.29) 


这 样 ， 不 难看 出 函数 9 fe ct LAN BE Me, (a) 之 中 ， 亦 即 
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ran(@cl)CM,,(a°). 我们 希望 证 明 ，ran(91 站 ct) EN Wik, 
我 们 首先 证 明 下 述 基本 定理 成 立 。 

定理 10.235 SAC, x.) 是 ZF 语言 性 中 的 任 一 公式 ， 对 
于 任 一 序数 9 <r。， 都 有 一 序数 8 之 qo 和 一 标号 cE So, BM, (a) 
Co, FAW TERN RAs Co, RA 

An, (X19 °° gtn) > As? (Sigt Xn) (10.30) 

成 立 , 其 中 c 的 选择 与 完备 序列 无 关 , 并 且 An, ,hc' 是 依 定义 6,11 给 
出 的 ， 亦 即 4w,，4.' 意 味 着 公式 4 分 别 相对 于 NN 和 e'。 

证 明 ”不 失 一 般 性 ， 假 定 公式 4(% a) 为 ÉR Qa 
Qin Vn BU 2019 °* Kno N19 0 yo 其 中 四 为 无 量词 的 公式 ,对 于 任意 的 
序数 ?<ao，1<i<m， 存 在 函数 户 ( 力 ,cy… cnsd demi) GX 
一 函数 定义 在 YSE, Biei, ,cssdi,… sdi- E€ USORA ER: 


车 9 为 习 ， 则 户 是 最 小 的 序数 了 ,， 使 得 对 于 某 一 标号 cES,， 有 
flOQiriyiri QuymBery cool sdi-1, 
CY isis Ym) e (10.31) 
当 这 样 的 序数 不 存在 时 ， 令 fi 为 0, $ 
giler, cns ds dd) = Sup{fil PE P}, 
由 定理 10.19， 函 数 g EM 中 是 被 定义 的 ， 车 CQ 为 Y， 转 换 式 
《10.31) 中 公式 的 否定 式 ， 即 考察 
PIR Qiyin QY mBlery :Cas dts pings Vitis "Ym)y 
依 同 样 方式 而 定义 函数 户 与 ge， + 
Y2=Sup{gs|1<i<mH.dj,,c1,€ US} (10.32) 


WWF (10.32) BEY =A). BR, MBA LAMP pie 
义 的 。 

AB,=0, Bari=h(B,), B=Sup{8,|n€ o}. 

由 于 #E UMa 可 以 用 中 公式 4(%) KK, HASH 
ARAO 所 对 应 的 标号 ， 这样 ，o" 就 是 集合 Xs, FAERIE 
集合 c" 就 是 定理 中 欲求 的 集合 。 
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定理 10.24 ”将 换 公式 在 入 ,中 成 立 ， 

证 明 ”因为 已 有 ran( 趾 ci)〉 包含 在 集合 c" 中 ， 所 以 ， 显 然 集 
Gran ceo) 能 够 描述 为 ， 

{sls Et Aay Ec de lysa, eteh, 

Her, coy 出 现在 定义 函数 ?的 公式 4(%,y) 中 的 参 变 元 . 由 
定理 10,23， 我 们 能 够 假定 在 4 中 所 有 的 约束 变 元 都 出 现在 N, W 
一 固定 的 集合 、 由 入 ,的 构造 ， 上 述 定义 的 集合 在 Nib, AK 
BERAREN PRE. 

综 上 ， 我 们 证 明了， Ni EZF. 

定理 10,25 yS fs A) 是 一 个 绝对 的 关系 ， 它 作为 
2 ,%4 的 通 数 给 出 集合 y， 如 果 对 于 每 一 <， 都 有 6 使 得 当 cE 
U {S ysel EX p EARE ytty = f(c?，… ,cs) 相 对 于 
Xa 成 立 ， 其 中 有 独立 于 已 给 的 完备 序列 ， 那 么 对 于 某 一 cEo， 
c! 一 % 也 独立 于 已 给 的 完备 序列 。 

这 一 定理 的 证 明 是 容易 而 又 完 长 的 ， 作 为 练习 ， 我 们 把 它 留 
给 读者 自己 完成 《习题 10.1)， 并 由 此 去 证 明 ， 对 于 每 一 序数 6 < 
cco， 都 有 标号 ca。， 使 得 c=a 独立 于 已 知 的 完备 序 列 {p.| 6 oF 
(习题 10,2)， 

定理 10.28 ”在 入 ,中 集合 a 是 不 可 构成 的 。 

证 明 Sa <a,,c€ 5s 使 得 e'=4 是 独立 于 完备 序列 Pm 的 。 假 
定 % 是 1 的 元 素 且 * 是 在 第 c 阶段 被 构造 的 。 因 为 构造 的 概念 是 绝 
对 的 ， 所 以 ， 在 N, 中 % 阶 段 也 构造 了 集合 x。 同时 ， 对 于 任意 的 力 
ED, 由 于 Zp 的 有 穷 性 ， 我 们 总 可 以 做 一 力 迫 条 件 g 并 找 一 自 
然 数 x， 使 得 PCg， 并 且 满 足 条 件 4(m,g,x*)， 其 中 4(n,g,%) 为 
(nE€atigt Hung 或 《( InEa 在 g 中 是 %€%*))。 

假定 a" 在 从, 中 是 可 构成 的 由 些 ， 有 一 序数 <wco， 在 阶段 
构造 at。 据 定理 10.17， 有 一 力 迫 条 件 娟 ， 使 得 ， 芭 | 一“ 构造 a”， 
其 中 ce*=a 是 独立 于 完备 序列 :的 ,对 于 这 一 力 迫 条 件 p， 取 集合 
a® (由 假设 它 是 可 构成 的 ) 进行 上 过 程 , 找 到 力 追 条 件 94 和 自然 数 
n， 使 得 条 件 4(n,g,2a") 成 立 ， 取 定 这 一 力 迫 条 件 4， 令 go=g， 
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重复 定理 10,16 前 证 明 中 寻求 完备 序列 的 过 程 ， 并 由 此 做 出 完 外 
序列 {gs}。 据 这 一 完备 序列 作 模 型 .NY1。 显 然 ， 在 .1 中 & 也 应 当 
构造 集合 a*。 并且 有 一 自然 数 k，g 则 一 “cs 构造 a*” 由 gpg, $ 
然 这 是 不 可 能 的 。 

这 样 ， 因 为 和 N, 中 的 序数 与 M 中 的 序数 是 相同 的 、 任 意 的 力 
人 迫 条 件 p 对 于 任意 的 <&。，c E55。 都 永远 不 能 够 力 迫 “ce 构造 a*”, 风 
些 ，a' 在 从, 中 是 不 可 构成 的 。 

至 此 ， 我 们 第 一 次 使 用 力 迫 条 件 的 有 穷 性 质 。 

定理 10.27 ”在 从 :中 选择 公理 成 立 。 

WEAR ” 据 习题 9.7， 关 系 %EM。 是 在 ZF 中 可 表达 的 ， 并 县 可 
表示 为 工 ??" 公 式 , 即 xyGM 是 一 个 绝对 的 关系 ,依照 类 侯 于 4EM。 
是 ZF 可 表达 的 和 绝对 的 讨论 过 程 ， 不 难 获得 KAEM.) 也 
是 ZF 可 表达 的 和 绝对 的 。 因 为 Mu(ao BRR, BUF LAR 
序 性 的 证 明 ， 我 们 可 获得 入 ,也 是 可 良 订 的， 其 中 集合 a 是 一 个 已 
给 的 集合 。 

定理 10.28 如果 x€ MM。(a*)，a 是 无 穷 的 ， 且 对 于 N, PE 
合 y，y 忆 4， 则 存在 序数 8B， 使 得 8<4，y EM: a. 

证 明 HN 的 构造 ， 关 系 B<o 在 NN HERS EE M 中 作 
解释 其 结果 都 是 相同 的 ， 

由 于 » 属 于 入 !， 因 此 ， 有 序数 7 之 to， 使 得 yE Mra) 令 

si=U {My,(a°)|Bi<a}u {y,?}, 

因为 (无穷 ， 所 以 s1=Q. 由 于 选择 公理 在 N 中 成 立 ， 我 们 可 
以 运用 定理 6.22, 存 在 一 集合 sz 使 得 SCsaysz= 0 关系 54E Mela") 
相对 于 ss 是 成 立 ， 并 且 外 延 公 理 在 s: 中 也 是 成 立 的 ( 即 ss 为 一 外 延 
集合 ) ， 据 定理 4.4， 存 在 函数 和 传递 集合 ss， 使 得 9 为 3: 与 ss 之 
间 的 一 对 一 的 € AR. AA UM, alea 是 传递 的 ， 
WAPE U {M, (a |8.<e} 上 为 便 等 映射 . 因为 对 于 任 一 zEy， 
都 有 9 (2 一 2z， 所 以 ， 有 9(y) 一 y。 由 于 序数 YEsa， 因 此 必 有 一 
序数 8， 使 得 P(Y) =86， 且 8<a. 由 于 关系 y EM, a 的 绝对 性 ， 
我 们 就 有 y EM (ar)。 这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 
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定理 10.29 ZEN. 中 广义 连续 统 假设 成 立 ， 亦 即 ， 对 于 任意 

序数 4 过 a。， 都 有 
ac Beate 

证 明 ” 据 定理 10.28， 完 全 平行 于 定理 10,22 的 证 明 ， 即 可 获 
得 欲 证 结果 ， 

综 上 ， 我 们 可 获得 下 述 定 理 ， 

定理 10.30 ”从 ZF+ SM 出 发 ， 我 们 有 ， 存 在 ZF 的 一 标准 模 
型 N,， 在 其 中 AC 与 GCH 成 立 ，NN ,含有 一 集合 C0， 上 且 s 是 不 可 
构成 的 。 这 样 ， 就 有 : GCH 与 AC 不 吾 涵 V =L. 

现在 ， 我 们 已 实现 了 本 节 的 目标 ,证 明了 GCH 作 ACV =L. 
从 而 也 就 实现 了 本 章 的 第 一 个 上 且 标 。 在 上 述 证 明 中 寻找 集合 a 是 
ARM, ESR a" 的 过 程 中 ， 我 们 使 用 了 力 迫 概念 ， 运 用 了 由 力 
迫 概念 所 描述 的 完备 序列 ， 由 完备 序列 所 定义 出 来 的 集合 a*， 人 
们 称 之 为 脱 殊 集合 ,今后 我 们 要 引进 更 多 的 脱 殊 集合 ， 
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力 迪 方法 可 以 用 以 解决 集合 论 中 的 许多 问题 。 它 主要 是 从 已 
知 模型 出 发 去 构造 为 解决 特殊 问题 所 需要 的 模型 现在， 我 们 给 
出 一 种 概括 性 的 说 明 ， 使 之 能 够 适应 较 多 问题 的 模型 构造 ， 特 别 
是 为 解决 GCH 和 AC 的 相对 独立 性 所 需要 的 模型 ， 我 们 总 是 从 模 
型 有 出 发 ， 附 加 上 确定 的 某 些 脱 殊 集 合 ， 然 后 取 和 欲求 模 型 为 从 这 
些 脱 殊 集合 出 发 运用 M 的 序数 所 构造 出 的 全 部 集合 所 组 成 的 类 
MN. 

我 们 仍然 假定 标号 空间 为 S= U {S.|e<<co} 和 5 的 一 个 确定 的 
子 部 分 G， 为 了 定义 脱 殊 集合 的 标号 a。 和 其 它 某 些 集合 (如 自然 
tin, O88) 的 标号 均 在 C 中 ， 我 们 规定 :如 果 cE So 一 C， 那 么 
c 就 对 应 于 一 公式 4(x)， 其 中 可 出 现 2 a= U {Sa Ba} 中 的 元 
作为 常 项 ， 并 且 它 的 所 有 变 元 都 是 限制 于 经。 的， 对 于 一 固定 的 
序数 ec,， 我 们 假定 0,<&， 上 述 描述 的 公式 与 标号 空间 Se 是 一 对 
一 的 对 应 ， 这 种 对 应 和 集合 (指标 号 的 编码 集合 ) 都 是 在 居中 
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的 ， 对 于 c € 54, 我 们 构造 的 相应 于 c 的 集合 ,最 终 将 取决 于 形式 ci 
的 集合 (其 中 e, €S,, B<a). 
定义 10.13 SUAAWREW-BA, <AU 上 的 一 个 关 
系 ， 并 且 忆 与 < 二 者 均 属 于 1M， 使 得 如 果 如 9，?7 都 在 U 中 ， 那 
LAPL, Bd<gAqgKY>pcy. 在 及 中 也 存在 着 一 个 映射 几 ， 
HAP CU, 则 OCP) 是 形式 为 Ee 的 集合 ， H tH EG; 4 
cz€ Ss 时 ， 就 有 一 序数 8 过 a，c1€ Sg: 如 果 p<g， 则 YP)CY(g)。 
定义 10.14 对 于 给 定 的 络 中 的 受 风 语句 4 和 力 迫 条 件 如 施 
归纳 于 4 的 秩 ， 定 义 关系 力 | 一 4 如 下 ， 
1. 4AWe Ecz， 其 中 c1 CS., c2€S,s, e< sh, RNA: 
D 车 cz 不 在 C 中 ， 且 cz 是 由 对 应 于 公式 A) 定义 的 ， 
并 有 旦 有 pl 一 4(el》 成 立 ， 则 有 
plier € czs 
Gi) 如 果 c:* 在 C 中 ， 且 对 于 某 一 ?<8，csE 3Sv， 使 得 语句 
ci1€Ecz 在 (Pp) 中 ， 且 有 一 c1=cs 则 有 
pll—er Ecz 
2 一 9 与 定义 10,8 中 2 一 9 相同 。 
10. MAWB Me: Co, Htc ES, ES, Hb<e, mR 
Ai EV <B, C3E Sy, 使 得 
p| — Y axle E city Eca) A les Ec), 
成 立时 、 则 有 
pile: Eee. “ 
因为 由 秩 的 定义 ， 显 然 Vat (4 Cex Ces) /\(esEo) 的 
秩 小 于 c1 Ec: 的 秩 。 因此， 情况 10 是 合理 的 ， 
由 于 上 述 情况 1 中 既 包 括 了 定义 10.8 中 的 情况 1 与 情况 10， 因 
而 上 述 情 况 10 对 应 于 定义 10,8 中 的 情况 11， 
对 于 不 受 固 语 句 的 力 迫 定义 完全 与 定义 10.9 相 同 。 
7210.15 我们 证 明 “ 由 完备 序列 所 确定 的 .人 是 ZF 的 一 模 
型 "时 ， 仅 需 使 用 两 点 事实 。 第 一 ， 对 于 每 一 序数 <wo， 在 3 中 
都 有 一 标号 c 使 得 我 们 总 有 ， 
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{etl E Sa} Co". 

这 一 事实 在 证 明川 集 合 公理 与 替换 公理 在 .中 成 立时 要 用 到 , 第 
=, NIM PRPS, Aa 是 已 知 的 ， 则 存在 一 序 
BP BNA, Bry ry Cn oy EBSOS 存在 一 标号 cES， 
(8 =U S, Ino}, HSL, Adetler E Sahe HE LS 
CAMA PRE AW, BEERE RA mE 中 成 立时 
所 要 求 的 ， 

现在 ,我 们 可 以 建立 本 节 所 定义 的 力 追 关系 的 主要 性 质 , 证 明 
力 追 条 件 完备 序列 的 存在 性 定理 .我 们 取 定 完备 序列 {z。[wco}， 
并 施 超 穷 归纳 法 去 定义 模型 .人 /，。 

现在 ， 我 们 可 以 令 cE So 有 c"= 儿 .假定 对 于 每 一 B<a, cCSz 
时 co 已 定义 了 。 这 时 考虑 对 于 每 一 "，cE So 一 C 时 ， 令 定义 c 的 公 
RHA), CHAR 10.23 MEA. MRES NG WS 

c= {el | Sa(erC cs 在 (ps 中 )}。 

类 似 于 模型 N!,，s 中 语句 4 在 .人 中 是 真 的 ， 当 且 仅 当 有 某 

一 自然 数 w， p.||—A. 


§14 连续 统 假设 


定义 10.15 ”关于 标号 空间 S$ 及 其 子 部 分 C 的 定义 ， 令 0，( 其 
中 2<z) 是 模型 M 中 一 个 取 定 的 开始 序数 ,标号 空间 S 超 穷 归纳 
地 定义 如 下 ， 对 于 每 一 x8， 过 0 ,时 ,5S。 恰 由 一 个 元 素 cs 组 成 并 
A¥#Aci=c), AcaMEGH, Wao. WH, $ Sa = daal < 
o}, PEPER AES a Rra 将 是 我 们 要 用 力 迫 关系 定 
义 的 脱 殊 集合 ， 使 得 a4Co). 标 号 as 全 在 C 中 ， 对 于 ai 仍 为 @. 时 ， 
San PERA des ， 对 于 任意 的 6<a@-， 它 们 都 是 C 中 元 素 ( 我 
们 将 要 定义 dS ={o}, e35 {as}); Ser 中 元 素 为 bn， 对 任意 的 
6 过 9, ，5, 都 在 G 中 (我们 将 要 定义 b=, ag); Sais 
个 标号 w 组 成 ，w 也 在 G 中 我 们 将 定义 w 为 集合 (<6, ago ld< 
0.});， 对 于 大 于 G1 + 3 的 序数 ¢ 之 kg。，5。 中 都 不 含有 G ERR, Sa 
中 元 素 都 单一 地 与 常 项 为 U {Ss18<0} 的 中 一 公式 对 应 。 并且 
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S= U {S, |a <a}. 
在 标号 空间 的 这 一 定义 中 ，as 与 w 是 基本 的 ， 其 它 都 是 为 了 
保证 模型 的 传递 性 质 。 
定义 10.16 ”对 于 任意 的 序数 0 之 @, 与 自然 数 n, nEas， In 
Eas 称 为 基本 语句 ， 基 本 语句 的 有 穷 协 调集 合 称 为 力 迫 条 件 ， 对 
FERM AWAD, q, BEC, WERD ,对 于 每 一 力 迫 条 
件 乡 ， 我 们 用 4 DP 表示 下 述 所 有 的 语句 组 成 的 集合 : 
(1) coEas， 当 mnEas 在 如 中 时 3 
(2) ca€es, 4a<B<o, it; 
(3) c,€ ds, OEes, as€e,, 4O<KO.Ms 
(4) daEba, €3€d;, 4d<o.R; 
(5) 6,€w, <o, mf. 
注 记 10.16 ”对 于 任意 的 力 人 迫 条 件 乡 而 言 ,(2 ) 一 (5 ) 中 的 语 
AB Heep) 中 。 当 我 们 注意 到 定义 10.14 第 1 条 GD 时 ， 上 述 
(2 ) 一 (5 ) 中 任 -- 语 名 都 是 被 任 一 力 据 条 件 记 力 迫 的 ,例如 ,对 于 
任 一 乡 ， 都 有 Pl 一 es E23,， plebo ,Ew 等 等 、 
令 {ps1nE 8} 为 取 定 的 完备 序列 ,对 于 任意 的 6 过 8 ,4a5= 
{ki 有 一 自然 数 n， 使 得 , 力 迫 hEa,} A, Facco, 
注 记 10,17 ”车 6,= 二 62， 则 a ,到 4), 因为 不 存在 力 近 条件， 
使 得 Dl 一 2, ,二 2。,. 假 定 不 然 ， 亦 即 这 样 的 力 连 条 件 p 是 存在 的 ， 
它 当 然 是 有 穷 的 ， 因 此 ， 有 自然 数 k， 使 得 k 不 在 p 中 任何 基本 语 
AHH Ag=pUikeas,, liREas,}， 显 然 有 
qlas = asz. 
这 与 定理 10.14 相 矛盾 。 
注 记 10.18 由 定义 10.16， 对 于 任意 c<o@., 都 有 c2=0.d2 = 
fat, e= (a, ab}, b2=<a, ald, HHA w= {ca, as> ja< 
oj。 这 样 ， 类 似 于 注 记 10.12， 对 于 每 一 标号 cES， 我 们 都 有 机 
应 的 集合 c', 从 而 我 们 有 结果 模型 入,, 另外 ,不 难看 出 ;zw'* 的 传递 闲 
Sw) MAU {S2|a<o, +3}. 
定理 10.51 在 入 :中 ， 每 一 集合 都 是 由 w' 可 构成 的 ， 
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证 明 SH 0= S210") YW a= UIA |B WHI a 
Ja<oo} .其 中 x’ 是 由 定义 9.9 给 出 的 ， 指 x 的 所 有 可 定义 子 集合 与 
* 的 并 ,不 难 证 明 ，%” = NN;:， 从 而 就 获得 了 锐 证 结果 ， 

定理 10.32 ZEN. ZFC, JRE 

N, ZEC. 

证 明 ” 据 注 记 10.15， 并 类 做 于 太 , 中 的 情形 ， 不 难 获得 ZF 公 
理 在 N: 中 成 立 .对 于 选择 公理 ， 由 定理 10.31，N: 是 由 S。(z") 可 
HRK, FEAE ara 的 构造 是 一 绝对 的 关系 ， 换 名 话说 ,由 
+ 的 眼 序 ,我 们 容易 获得 x 的 良 序 ,这 样 我 们 仅 需 考察 集合 S。(w") 
是 否 可 良 序 的 了 ,由 S。(w"》 的 定义 ， 并 注意 到 定义 10,16( 1 ) 一 
(5 )， 就 可 以 直接 给 出 S。(z?") 上 的 良 序 关系 了 ， 

定义 10.17 对 于 任意 的 力 边 条 件 p,g， 如 果 不 存 在 力 近 条件 
Y, EPEY, WRIS ETARE. 

$10.5 4 p={3E ai}, g=1{ lca, ANE i 2» 9 是 不 
相 容 的 .事实 上 ,2 与 7 的 相 容 性 就 表示 着 不 存在 vE@，6<o@: 使 得 
ncEas 与 In€Ca, FED, g 中 出 Bh. 

定义 10.18 ”对 于 力 迫 条 件 的 集合 互 ， 如 果 好 中 任意 二 元 素 都 
是 不 相 容 的 ， 则 称 BERBER. 


例 10.6 + 
fi= {BE ar, 4€ ar}, 
ps={3Ea, l4€ar}, 
ps={ Ear, 4€ar}, 
p={ l3 Ea, 14a}, 
B={pis fos pas pat. 
不 难 验 证 B 是 不 相 容 的 ， 
定理 10.33 令 B 是 力 迫 条 件 的 一 个 不 相 容 的 集合 , 若 BEM， 
则 了 在 胡 中 是 可 数 的 。 


证 明 REBEM PAA RH. RINSBL.=1f) PCB AD 
中 元 素 少 于 nt) ER MFR HRA n BACB HHA: B= 
U {Bs1n€ 0} .由 于 选择 公理 在 居中 成 立 ， 如 果 每 一 n€%，B， 都 
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可 数 ， 则 8B 岂可 数 , 因 此 ,由 B 不 可 数 ， 就 必然 有 某 一 自然 数 %， 使 
得 8B, 是 不 可 数 的 .由 于 B: 中 每 一 元 的 元 素 〈 邑 基本 语句 ) 的 个 数 
都 少 于 n。 令 是 具有 kk 个 基本 语句 的 力 迫 条 性 p, ,使 得 在 Bs 中 有 不 
可 数 多 个 力 按 条件 p， 使 满足 pf. 二 fp 的 最 大 的 自然 数 . 显 然 &<n. 双 
不 在 5, 中 ， 当 不 存在 满足 上 述 条 件 的 Pl 时 ， 令 k=0， 力 为 空 集 
合 多 注意 ， 空 集合 多 不 是 一 力 过 条 件 ), 不 管 怎样 ， 我 们 都 可 以 
令 B 恰 由 这 样 的 2 组 成 ， 即 对 于 任 一 丸 在 3 中 ， 都 有 2p, H 
BLA WR. EB PREM e:, HA, ae) 4 是 pops 
KERR, AAPSBPMANWE COMPA. MFA 
ps Pcp. RRORBE—A, AEB, 中 有 不 可 数 个 元 如 含有 
基本 语句 A, HEAD P, Hoch KR IAD Pw 
pp: 就 不 协调 了， 这样 在 B; 中 就 有 不 可 数 多 个 力 迫 条 件 p， 使 得 
PU CAA Cp( 当 4 为 某 一 lnoEas 时 ， 14; 可 认为 是 no€ a,)， 
这 就 矛盾 于 的 定义 ,于 是 我 们 获得 了 和 欲 证 结果 。 
定理 10.34 BREN: 中 可 定义 的 一 单 值 函 数 ， 则 存在 一 
个 在 股 中 可 定义 的 函数 zg， 它 把 S 中 每 一 元 c MRF S 中 一 可 数 地 
alc), FAMFHE—-cES, fl scl, 其 中 aw glo) PH 
一 元 。 
bec acl, TUB (EN PAE, FLAN. PR 
值 ， 
证 明 由 于 /是 可 以 用 含有 常 项 c" (其 中 c 为 5 中 某 一 元 ) 的 语 
名 定义 的 ,对 于 5 中 任意 的 c，、c1， 令 
Ate,c1) 一 {p18 力 扎 “J 是 单 值 的 ” 且 c! 是 在 一 自然 良 序 下 
S 的 第 一 元 使 得 对 于 任 一 g，pcgq， gl 一 “f(c)=e1"}， 
(10.33) 
由 式 (10.33)，A(ec,c1) 是 力 迫 条 件 的 一 个 集合 ,不 难 看 出 ， 
如 盯 cs 关 ei， 则 4tcs,c1) 的 元 与 4(cycs)》 的 元 是 不 相 容 的 ,这 样 ， 
出 在 采 中 选择 公理 成 立 ， 并 据 定 理 10.33， 仅 有 可 数 多 个 o 使 得 
Alec) RABRES, Selo) 是 所 有 这 些 c' 组 成 的 集合 ,上 述 
论证 都 是 在 M 中 进行 的 ,也 就 是 说 g 是 在 M 可 定义 的 一 函数 .在 W， 
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Ht, Abc, 是 使 得 f(e')=0' 成 立 的 S 中 的 第 一 个 元 素 ,因为 S。 的 构造 
能 够 在 NN; 中 表达 ，5S 的 良 序 也 能 够 在 N: 中 表达 ， 我 们 可 以 考虑 
一 个 不 受 图 的 语句 ， 
4 二 “cl 是 使 得 /(c)==c! 成 立 的 S 中 一 个 元 素 ”， 

因为 语句 4 在 入 ;中 是 一 真 语句 ， 所 以 在 已 取 定 的 完备 序列 
中 必 有 一 力 连 条件 p,。 使 得 pj 一 41. 所 以 ，A(c,c!) 是 不 空 的 ， 
FHE g(c), 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 

上 述 定理 是 说 ， 虽 然 我 们 不 能 在 大 中 描述 定理 中 给 出 的 函数 
f， 然 而 我 们 能 够 对 f 的 值 域 作 充 分 的 限制 。 


图 10.2 是 在 Na 由 定义 的 单 值 范 数 ，8 为 M 中 可 定义 的 函数 ,对 于 
StHE—c, f(c®)=c% filer € gle) 


定理 10,35 40, BEI, MRE M 中 有 ec< 有 成 立 ， 则 
EN pHa <ER. 

证 明 我 们 只 需 考虑 ws， 有 为 无 穷 基 数 的 情形 ， 假 定 定理 不 成 
立 ， 就 是 说 在 NN: 中 有 单 值 淫 数 / 使 得 2 与 8 是 一 一 对 应 的 ， 当 x 《4 
时 ，f(x) 二 0。 重 申 由 式 〈10.15) 定义 的 符号 空间 2, 与 由 式 
(10.24) 定 义 的 集合 六 ,, 对 于 任 一 序数 7<&,，， 显 然 有 ?PE X H 
若 *EX, 风 rnkx<y。 据 定理 10.34 的 证 明 ， 函 数 / 在 和 < 上 的 值 
包含 在 集合 T' 中 ,其 中 T 是 经 "的 一 子 集合 ,T EMP 的 势 就 小 于 
等 于 8o，c 妈 ec。 由 于 T" 包 含 了 函数 /的 值 域 , 若 cE 工 ， 则 对 于 某 
一 序数 7 过 8， 有 cE Sy, 因 为 在 大 中 的 势 小 于 等 于 %，( 因 为 在 MM 
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中 a<8)， 这 样 ， 就 存在 一 序数 7 过 8 使 得 TC U {S16 过 7}。 然 而 
rnk7*&7, 这 样 ，7° 不 能 够 包含 8， 也 就 是 说 f 的 值 域 不 能 够 全 部 
包含 56， 这 与 假设 /为 与 8 的 一 一 对 应 相 了 矛盾。 从 而 获得 欲 证 结 
果 。 

上 述 定 理 说 明 ， 在 及 中 的 基数 恰好 就 是 在 NN 中 的 基数 ,又 由 
于 as 全 是 不 同 的 子 集 合 .这 样 ， 我们 就 有 下 述 定理 成 立 ， 

定理 10.36 ENP, < 和-2(o)， 也 就 是 说 ， 在 N: 中 连续 
统 假 设 是 不 成 立 的 

REZAT RN 和 28 , 留 下 的 问题 是 在 人 :中 连续 统 的 精确 值 
了 ,定理 5.28 告 诉 我 们 ， 著 序数 与 o 共 尾 , 则 28# No thE, 
2 不 是 可 数 个 较 小 的 基数 之 和 。 

定理 10.37 ”在 采 中 ， 如 果 z 与 o 不 共 尾 , 则 从, 的 可 数 子 集合 
HRAAS.. GH, & .的 可 数 子 集合 的 数目 为 人 .+ 

证 明 EMP) ERA Ri, WER, Ka 
AAT FES HR << 2¥oe MOHD HN. RHR ET 
与 % 不 共 尾 , 亦 即 多 .不 是 可 数 个 较 小 基数 之 和 ,这 就 意味 着 不 存在 
ERIT nE, tat, iit=Sup{t,|nCao}. XE, N. RIE 
一 可 数 子 集合 *， 都 有 Ti<r， 使 得 4C .,， 因 此 所 有 这 样 的 集合 
x 的 数目 过 只 .去 民 :对 于 & ,的 其 它 可 数 子 集合 y, RERI 
TY， 使 得 ?C 只 rz 所 有 包含 在 员 ,: 中 可 数 子 集合 的 数目 入 只 .zs 
R ,. 因 此 ，& ,的 可 数 子 集合 的 数目 是 <r, 呈 .= 一共.. 同 时， 这 样 
的 子 集合 的 数目 总 是 大 于 等 于 只 :的 ， 因 此 ，3 :的 可 数 子 集合 的 
数目 为 名 ，. 

“rose it, RIAN. =e, Hc, HER, <8. 
不 妨 假定 cearEo)。 令 Bi 41 = Cr 41-07 KE, Ib; 的 任 一 元 都 
MME ,的 一 可 数 子 集合 ， 换 言 之 , 员 ,的 可 数 子 集合 至 少 有 Hb 
IR, BIS ,; 的 可 数 子 集合 的 数目 不 少 于 [6; ,因为 不 难 证 明 In = 
Tc 所 以 ,并 ,的 可 数 子 集合 的 数目 不 少 于 TIci, 但 是 , 据 定 理 5。.24， 
AN .= 工 cv<Ilcrt, 这 样 ,此 数目 就 不 少 于 .此 外 , 据 GCH， 
有 28 :一 只 ， 因 此 这 一 数目 不 多 于 NX. BL, Z-RAM 
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JER. 41 EE. 

定义 10.19 FAHY 中 一 语句 ， 如 果 力 迫 条 件 尹 满足 ， 
pie 1 1A 〈 即 不 存在 力 追 条 件 qs py, g\- 1A), 且 对 于 任 
BAUR A, Epb Alt 114, WHAM TFALR DH. 

Epl 1 1A, CMM PID. neoph — M pms 
使 得 如 < 加 ， 则 语句 4 在 一 完备 序列 所 确定 的 结果 模型 中 成 立 ， 

定理 10.38 ”对 于 纪 申 任意 的 语句 4， 对 于 4 是 极 小 的 力 追 条 
件 的 集合 在 吗 中 是 可 数 的 。 

证 明 $ 

T(4)= {pp1p 对 4 是 极 小 的 }， 

我 们 断言 7(4) 是 可 数 的 ,在 上 下 文 不 引起 误解 时 ， 我 们 把 T(4) 
记 为 了 ， 假 定 了 是 不 可 数 的 ， 类 似 于 定理 10.33 的 证 明 ， 我 们 能 假 
定 在 T 中 的 任 一 力 迫 条 件 尹 ，2 至 多 含有 % 个 基本 语句 . 令 k 是 满足 
具有 A 个 基本 语句 的 力 迫 条 侍 如 ,使 得 在 7 中 有 可 数 多 个 力 迫 条 件 
Zp 是 思 之 2 的 那个 最 大 的 自然 数 . 当 不 存在 这 样 的 力 连 条 件 时 ， 
&k=0, RARD. AAPP, HETH, 所 以 ， pil 1 1A. BN 
Ape P< fo pz 一 -14， Bik, & 与 了 中 任 一 元 都 是 不 
相 容 的 。 

AA, ty Anke pop PRERE, App TAME 
Üp, h<, WACo. 所 以 有 某 一 4i, 在 B 中 有 不 可 数 个 元 
含有 基本 语句 ”14;, 因 此 ，p1U A<. QER, 44: 为 菜 一 
基本 语句 mE a sft » 14 可 以 认为 是 no Caz) BRA PRK 
择 . 因 此 ， 欲 证 结果 成 立 、 

定理 10.39 ”在 入 :中 ,如 果 T 与 9 在 MP RAEN, M2 = 
No 如 果 r 与 9 在 及 中 是 共 尾 的 ， 则 2*' =o. 

证 明 ”对 于 每 一 标号 c€ S 和 2EO， 令 

Vin c= {pl Prine ce 是 极 小 的 }。 

我 们 首先 证 明 , 如 果 对 于 每 一 自然 数 n, 有 V(n,c)==V《n,c2) 
和 目 c1 Cm，c;Cwm， 则 有 ci=c!, 因 为 车 mnEc:， 在 已 给 的 完备 序列 
中 有 fey Pell nC ci 这 样 ， 就 必须 存在 一 极 小 的 ps P<, A 
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ih, HV D =V, c), PR pe REUE, HZ, 
nEc3， 反 之 亦 然 ， 所以， 有 ci 二 c;. 这 样 ， 当 ctcw@ 成 立时 ,V(x， 
c) 在 一 定 意义 下 就 决定 了 集合 c". 因 此 ， 令 
_ Bi={{<n.V(n,c)>| mE o} |ecESAc’co}, 
RH Bi=2") .其 次 ， 在 用 中 ， 定 义 集合 D 如 下 ， 
D= {x|xCo, 且 x 是 可 数 的 }， 

因为 标号 as(6<o,) 有 oo, 个， 基本 语句 和 力 迫 条 件 都 是 0。 
4, MFA, cH, Ving) 为 可 数 集合 ， 从 而 对 闫 En 
有 


{V(n,c) cE S} <D, 
Ait, + 


B={V(n,c)|cE SAOCOAnE o},7 


在 N: 中 ,我 们 有 B:<D. 令 
E={y| Bese DA y tex fl — A BURFI}. 


一 方面 ， 显 然 ，D<<E， 另 一 -方面 ， 由 于 E 的 元 素 都 是 DD 的 元 的 一 
可 数 序列 ，~- 个 可 数 的 集合 所 能 产生 的 可 数 序列 恰好 为 只; 个 . 亦 
即 刀 的 每 一 元 都 产生 ,个 下 的 元 ,所 以 ， 互 < 万 . N =D. FE, T 


Mt, RRE: E=D.AH, PRAM, BE, AT, PEM 
10.36, FEN, PRT: _ 
R2 <D. 

ese 110.37, TEMP nr GoRIERM, WD=8., F 
且 由 定理 5.28 和 共 尾 概念 的 绝对 性 ， 在 No, 20 AR, , Ak, 
Ame Ri, EM TORRE, D=R., RAW 一 
RN , .这 样 ， 我 们 就 获得 了 和 欲 证 结果 。 

注 记 10.19 在 定理 10.39 中 ，t 为 大 于 2 的 任意 序数 .这 样 ,我 
们 可 以 构造 出 ZFC 的 模型 ， 使 得 Oo PERTH OL, WMR Na 
Ni，SNoo ,li， 基 至 也 可 以 为 只 。，&。，, 等 等 .这 样 ,定理 10.39 
就 使 我 们 实现 了 本 章 的 主要 目标 ， 证 明了 连续 统 假设 相对 于 ZFC 
的 独立 性 定理 。 
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$15 选择 公理 

定义 10,20 ”关于 标号 空间 及 其 子 部 分 的 定义 ; 令 S%= {al 
nE@}, S:={a,|n€o}, So={v}. G= SoU SiU So. OF 任意 的 
序数 a ,2<e ,5S。 中 元 素 都 单一 地 与 常 项 为 U {Ss18<e} Hop 
公式 对 应 ， 当 序数 2<e 时 ，S。 中 都 不 含有 G 的 元 素 ， 并 且 令 S= 
U {Ss|B<ao}. 

定义 10.21 对 于 任意 的 自然 数 %， mMm, NEams nE am 称 为 
基本 语句 ， 基 本 语句 的 有 穷 协调 集合 称 为 力 迫 条 件 。 对 于 任意 的 
FRED, q» 车 pCa, mhe p pqs Tk Re HT HAREE 
的 一 偏 序 关系 ,对 于 每 一 力 迫 条 件 p， 我 们 用 以 乡 ) 表示 下 述 语 名 
组 成 集合 : 

C1) kEn, Bn, kEORk<nit, 

(2) n€a,, AnEanE pth}, 

(3) asEv， 当 wmEO 时 。 

现在 ， 我 们 设 z 为 0 的 置换 ， 使 得 tC(n) 尖 mn 上 只 对 有 穷 多 个 自 
然 数 n 成 立 ， 令 B 为 所 有 这 样 的 置换 7 所 组 成 的 群 。 设 B, 是 B 的 子 
群 ， 且 B,== {7 | 对 于 m 志 时 TC1m) 二 tm}。 这 样 ， 当 ni<nz 时 ， 有 
Bs, CBaye RAILS MABESERS 中 公式 的 作用 。 

定义 10.22 WFeCS, TEB, 令 X(c)=c， MF an ES, 
4x(a,)=ar(n), Sa(v)=v. MFa>2, c€S., BEc 对 应 于 
BRAC Crys Cos Far ERK a= U {Ssl Bae}, AP RTM 
PATH 。. 令 x(c》 是 5, 的 对 应 于 公式 A(xw,X(c1)，… Tla) 的 
那个 元 素 。 

定义 10.23 令 4 是 受 圈 公式 B (ary s cn), HES, 
B 中 仅 有 受 风 量词 (不 含有 不 受 较量 ) Veo Ba WAO 为 

A(x, ler), ts Alem)? 

所 对 应 的 S。 中 那个 元 素 , 其 中 受 较量 词 中 的 序数 保持 不 变 , 对 于 
不 受 固 的 公式 类 似 地 可 以 获得 ， 

定义 10.24 SOAR, AHR) 是 如 下 定义 
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的 ， 

1，n€aw 在 中 当 且 仅 当 n Earcm 在 x(p)》 中 。 

2， ln€a 在 p 中 当 且 仅 当 ”In€ arm E) Pa 

定理 10.40 WHER AHRENS PARA, RNA 

PI-A4 BAX p) || —2( A). 

HA 令 4 为 任 一 给 定 的 受 园 公 式 ， 我 们 施 归 纳 于 公式 的 秩 
来 给 出 定理 的 证 明 。 不 妨 令 rnk4= 《ozsz》， 当 0 和 2 时 ， 由 定义 
10.21 一 23， 对 于 4 的 结构 作 归 纳 ， 并 注意 ， 当 4 为 REn(R<n) 
时 ，r(4)= 4， 任 一 力 迫 条 件 ， 特 别 地 Xx(p) 力 连 它 ,反之 亦 然 。 
KAHNE ant, BeAWA, DRANC ae 在 加 中 ， 而 这 时 和 (4 
即 n€E aX cn RIE TCD) P, WATEA), RIK. 对 
FAHa,C vit, (A) 为 aoEv 二 者 对 于 任意 力 追 条 件 来 说 ， 
都 是 被 力 迫 的 ,这 就 保证 了 当 4 志 2 时 的 基 始 情况 定理 总 是 成 立 的 。 
对 于 ge 志 2 时 ,4 含有 风 辑 词 的 情况 ,由 力 迫 定义 也 是 显然 的 . 当 2<a 
时 ， 只 要 我 们 注意 到 群 B 对 力 扎 条件 和 公式 的 作用 ， 定 理 也 是 不 
难 验证 的 。 

当 4 为 不 受 周 的 公式 时 ， 由 归纳 于 4 的 复杂 性 ,定理 也 是 直接 
获得 的 。 

定理 10.41 对 于 任意 的 标号 cE 5S， 任意 的 语句 4, 和 任意 的 
力 迫 条 件 p， 都 存在 一 自 然 Bm MTC BLN, A tc) =e, 
x(A)=A, 1 p)= p. 

证 明 当 cE Some € 5z 时 ， 对 于 任 一 XTEB， 都 有 XX(c)==cs 
当 cESi， 即 有 a,=c， 而 ZE 时， 有 T(an) 一 ar 一 an。 EPA 
时 ， 如 果 cE Se， 就 有 c 对 应 的 一 公式 Ax, Cis e ce), HAM 
假设 ， 对 于 某 一 ， 有 T(c)=c， 令 ri 一 max{Wi …， mt, E 
Roe C Bit, Aal) =c RUWNFERA EHDA, ERP 
出 现 的 常 项 ( 即 标号 ) 不 妨 假定 为 ce，…，co， 且 ccEoa 1s 
ca€ San EMEI, Arus IRN E Bmt, Tl) Sci Q n= 
maxim, =, m} ,显然 当 工 E 瑟 ,时 ,rr(4) 一 4 对 于 力 追 条 件 2. 
由 于 尹 的 有 穷 性 ， 显 然 有 rs， 使 得 rEBs: 时 ， 有 Zi( 力 ) 一 力 + 
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m=Max{ri, r25 r}, K-B Remi, MEE 的 欲 证 结 
W. 

注 记 10.20 不 难看 出 ， 定 理 10.40 表 达 了 在 一 定 意义 下 ， 置 
MG 的 元 素 对 我 们 的 系统 来 说 是 自 同 构 的 ， 而 定理 10.41 说 明 , 虽 
然 有 无 穷 多 个 符号 a,， 而 对 于 每 一 标号 c 和 语句 4 相对 于 这 无 穷 多 
符号 〈 除 去 其 中 有 穷 多 个 以 外 ) 而 言 都 是 对 称 的 . 

Sip nE PHREAS. ATEA A n, Gas 
{k| dm € OC pall—-kE@n)}. HE, Barco. 

7210.21 对 于 任意 的 m1 Co, mee, Hmtm, Mal + 
a?,. 因 为 如 果 存 在 一 个 力 迫 条 件 志 ， 使 得 pi 一 as, 二 2, 我 们 就 能 
找到 一 个 力 迫 条 件 g ,pp 过 g, 使 得 对 于 每 一 自然 数 衣 ,gl 一 RE any, 
Hall— lkREas,， 所 以 ， 结 论 成 立 。 

注 记 10。22 ”由 定义 10,21,， m=, Hv’ = {aS |n€o}. Aik, 
类 似 于 注 记 10.12， 对 于 每 一 标号 cE 5, 我 们 都 有 相应 的 集合 ec"， 
从 而 我 们 就 有 结果 模型 NN a 

定理 10.42 NN :是 ZF 的 一 个 模型 ， 在 其 中 ,v" 是 集合 Pa) 
的 无 穷 子 集合 ， 并 且 不 包含 可 数 的 子 集合 。 

WEAR ” 据 注 记 10.15， 并 类 似 于 入! 中 的 情形 ， 不 难 获 得 ZF 公 
理 在 NN: 中 成 立 。 

出 注 记 10.21， 显 然 集合 w 是 无 穷 的 ， 并 且 有 YY"C 22(@)。 现 
在 假定 在 六 :中 v" 有 一 可 数 子 集合 ， 也 就 是 说 ， 有 符号 c& 5, 在 已 
RENTS PINT BARE, ER: 

f\l—“ckE MOB nK, 使 得 车 

mEn, Wf Cm) f(a)”. 

令 自 然 数 / 是 使 得 若 TEB,， 则 xz(c)= 二 ce， 当然 可 取 + 比 出 现在 
p 中 的 任何 标号 as 中 的 大 .在 已 取 定 的 完备 序列 中 必 有 某 一 力 人 据 
Fitqs, P< CEBU FEA RHE, s, Af(k=a, HP s 大 于 ”， 
EAA RA! REASAD AMM. St>r ts tCo, ERa 
出 现在 g 中 ， 令 T 是 一 个 置换 ， 它 交换 {与 5( 即 xX(f)=s,T(s)== 们 并 
且 对 于 it，s 以 外 的 每 一 自然 数 i,z(2)=i ,如 果 令 gi 二 Xx(g)， 那 么 
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qill-f(k)=a 当然 ， dg 与 9: 是 相 容 的 ， 亦 即 0 一 9U gq! 是 一 力 迫 
条 件 ， 这 是 因为 除了 含有 a, 与 a 的 基本 语句 外 ， 其 余 的 都 是 相同 
的 ， 并 且 g 不 含有 a:，g1! 不 含有 3; .这样 ， 就 有 qg 力 迫 了 是 单 值 的 
(HAPCq), Hall-f(k)=a, gell—-f(A=a,, Aste, 而 这 
是 不 可 能 的 ,从 而 定理 得 证 ， 

定理 10.43 在 六 :中 ,连续 统 是 不 可 和 良 序 的 .从 而 我 们 有 : 在 
As 中 AC 是 不 成 立 的 ， 

证 明 ”在 第 五 章 我 们 就 曾经 指出 ， 实 数 集合 与 o 的 宪 集 合 是 
一 一 对 应 的 ,因此 ， 我 们 可 以 把 实数 集合 就 看 作 集合 22(@) ,由 定 
$810.42, Po) 的 一 无 窍 子 集合 V' 不 包含 可 数 子 集合 ， 这 与 习 
题 7 .5 相 了 矛盾 ， 从 而 我 们 获得 了 和 欲 证 结果 . 

定理 10,43 实 现 了 本 章 的 第 三 个 目标 ， 证 明了 ZFKAC. BS 
从 ZF 也 不 能 推出 AC 的 很 弱 的 形式 ， 
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在 8 12 中 ， 我 们 是 运用 力 扎 方法， 引进 了 一 个 脱 殊 集 合 ， 建 
立 了 模型 N,， 在 4 14 中 ， 我 们 引进 了 o@, 个 脱 殊 集 合 , 建 立 了 模型 
六 ,， 在 上 一 节 中 ， 我 们 引进 了 o 个 脱 殊 集 合 ， 并 运用 置换 群 的 方 
法 建立 了 模型 Ns. 可 以 看 出 ， 力 追 方法 的 重要 性 在 于 引进 说 殊 集 
合 ， 由 它们 出 发 ,运用 可 构成 方法 去 建立 满足 欲 证 性 质 的 ZF 模型 ， 
因此 ， 我 们 有 必要 来 讨论 一 下 这 种 脱 殊 集合 的 性 质 ， 

关键 问题 是 证 明 存在 脱 丈 集合 .这 就 是 定理 10.16， 由 此 ， 利 
用 式 (10.24) 就 获得 了 一 个 脱 殊 集合 ,事实 上 ,定理 10.16 还 可 使 


我 们 获得 更 多 的 脱 珠 集 合 . 
定理 10.44 ”对 于 任意 有 穷 集合 *YCo@， 存 在 脱 殊 集合 y， 使 得 
XO y., 


证 明 rA- AZRA, cco, POBRE BANTER, 
ia e, fo. 令 m 为 其 中 的 最 大 元 ， 并 取 如 下 的 有 序 对 
<{t1, “ys tats ( 扔 二 1) 一 人 ney ind? 

所 表示 的 力 扎 条件 为 各， 由 加 运用 定理 10.16 的 过 程 ， 获 得 完备 
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序列 po Dis > Pas oH — SEER, MR (10.24) 定义 
集合 yCw， 且 xCy，y?y 即 是 定理 中 所 欲求 的 集合 

上 述 定理 中 的 x 也 称 y 的 一 个 有 穷 前 节 ， 这 一 定理 使 我 们 知道 
存在 如 此 多 的 脱 殊 集合 。 并 且 也 使 我 们 理解 到 脱 殊 集 合 y 的 性 质 
REMO) 中 每 一 语句 4 的 真 值 已 被 y 的 有 穷 节 所 决定 。 这 就 说 
明 ， 脱 殊 集 合 与 可 构成 集合 是 很 不 相同 的 。 

定理 10.45 脱 殊 集 合 y 的 每 一 ZF 可 定义 的 子 集合 “都 是 有 
穷 的 。 

证 明 ”假定 公式 4(w) CURA, HPA) 为 一 ZF 公式 ， 
即 4( 中 不 出 现 标 号 ， 因 为 “SC y， 所 以 存在 一 力 追 条 件 包 H 
加 的 第 一 元 包含 在 ?中 ， 使 得 

pll-scy, 
pl-YutuE suey). 

Hit, SE-B Re, Fpi Aw, M pll-ve y. ut 
y 中 ， 就 说 明 w 在 y 的 一 有 穷 前 节 中 ， 或 者 说 w 在 p" 的 第 一 元 中 .这 
H, HTE- HR, FAC) 成 立 ， 则 w 就 在 p" 的 第 一 元 中 ， 
由 加 的 第 一 元 的 有 穷 性 ,可 知 仅 有 有 穷 个 自然 数 & ER AC). 
亦 即 说 明 * 为 一 有 穷 集合 。 

定理 10.48 ”每 一 脱 殊 集合 都 是 无 穷 的 。 

证 明 对 于 任意 给 定 的 脱 殊 集合 y, 我 们 希望 去 证 明 ， 
VA EMI EOL ENIE y). 也 就 是 说 y BAH. 假定 不 
然 ， 4 就 有 一 上 界 xo， 这 样 ， WEIER HFA, 使 得 

pll—x0 E vAV sE Ls Ey). 
据 定 理 10， 对 于 任 一 力 迫 条 件 4， 若 2C 9 都 有 ， 
f 咱 一 xE7A 人 VsEO(YoC3Y-% 人 7》)。 
然而 ， 由 于 的 有 穷 性 ， 我 们 总 可 找到 一 自然 数 %， 使 得 n REP 
中 出 现 ， 并 且 xo<%。 不 妨 假 定 a 为 定义 ?的 标号 ， 这 时 ， 我 们 令 
g 二 PU {4€a} .最 然 ，9 为 一 个 力 迫 条 件 ， 且 PCI9，9 力 迫 n& y, 
这 就 产生 一 矛盾 ， 从 而 我 们 获得 了 定理 10,46 的 证 明 ， 
定理 10.47 每 一 脱 殊 集合 都 是 ZF 不 可 定义 的 。 
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证 明 设 y 为 一 个 脱 丈 集 合 ， 因 为 yYCY%，7? 为 无 穷 集合 ， 据 
定理 10,.45，y 就 是 ZF 不 可 定义 的 ， 
下 述 定理 10.48 一 50 是 文献 [10] 中 给 出 的 ， 
定理 10.48 车 %* 是 及 中 @ 的 一 个 无 穷 子 集合 ，y 己 8 是 一 个 
KRES., ME 
C1) Ny 仍 为 一 无 穷 集 合 ， 
(2) «fy 《有 即 x 不 包含 在 y 中 )， 
(3) 由 @ 一 % 无 穷 ， 可 获得 y 守 %， 
《4) xy 仍 为 一 无 穷 集 合 。 
证 明 先 证 (1 )， 假 定 不 然 ， 有 满足 定理 前 提 条 件 的 集 %， 
4 使 得 xn y 为 一 有 穷 集合 。 即 有 一 mE@，m 大 于 4 们 yy 中 一 切 元 
=. 这 样 在 已 知 的 完备 序列 中 有 力 迫 条 件 如 ， 使 得 
pil- mk Fe. (a 中 一 切 元 ”。 
其 中 c.€5,c!=% 且 cs 与 完备 序列 的 选择 无 关 、 由 于 % BH, WE 
择 一 个 适当 的 自然 数 wE x， 使 得 2 <%, 且 mn 不 在 加 中 出 现 , 令 
p=prU inca}. 
由 力 迫 性 质 ， 有 ， 
pll nEcAnEa”, 
pl- mk Fe, Nap— m”. 
由 mm<”w， 上 上 二 式 相 矛 盾 。 从 而 完成 了 (1) 的 证 明 ， 
(2) 可 由 定理 10.45 直 接 获得 ， 
C3) 与 《4) 的 证 明 类 似 于 《1 ), 这 里 从 略 ， 
定理 10.49 Fy, yz: 为 两 个 不 同 的 脱 丈 集合 ， 则 有 ， 
《1) yE yB ye yas 
(2) yi yz 为 一 无 穷 集合 
(3) may yo BALAK. 
HR iE (1), Be nC, HOM CAP, A 
一 力 人 迫 条 件 名 使 得 
pral— Vr xCa>xa’), 
其 中 a 与 4’ 为 分 别 定 义 y1 与 7: 的 标号 ,由 于 Pi 的 有 穷 性 ， 我 们 可 以 
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取 wEo, 使 得 m 不 在 如 中 出 现 , 并 且 令 

p=pruinga, lnEa'}。 
BAR, PCP, pll—-Vals€a>x€a’) UB sil—nEa, pli— 
lnEa’, RKB IE MME yE y. BUM WR men 
UR €2),03) 两 种 情况 ， 

当 我 们 按 图 5.2 所 指出 的 丰满 的 @ 层 的 二 枝 树 方法 把 集合 
Po) 与 单位 区 间 [0,1) 建 立 一 一 对 应 时 ， 任 一 集合 4%，% 己 9 都 
唯一 地 对 应 于 [ 0,13 中 一 实数 y， 反 之 亦 然 ， 其 中 y 为 二 进 制 表 
T., PREH, H: 

y=. bib dae, 
其 中 5;=0 或 5;:=1， 对 任意 iE0。 + y' 二 0.6104…65…， 车 有 一 
iEoO， 使 得 六 一刀 ( 当 7< 过 ?时 )， 且 5 之 51 ( 即 5;=0，61= 二 1)， 就 
称 y 小 于 y’'， 并 记 做 yy 之 y'。 

当 y 为 一 脱 殊 集合 所 对 应 的 实数 时 ， 就 称 ) 为 一 脱 殊 实数 。 

定理 10.50 ”区间 [0,13 中 的 脱 殊 数 是 稠密 的 。 

证 明 ”我 们 要 证 明 ， 若 yt，7?y? 为 二 脱 殊 数 ， 且 yi <ya， 则 有 
BERL Ya, 使 得 PLY yooh Ti ye, 总 有 一 自然 数 %， 使 
Fhe 0ebiv bay HPO OMB H1G<n), Hys y 由 《做 
一 有 穷 空 集合 z, 对 于 这 一 z, 运 用 定理 10.44， 存 在 一 脱 殊 集合 》， 
5Cy， 把 集合 y 转 换 为 数 ys， 显 然 有 yi< ys<<》az， 

脱 殊 集 合 的 性 质 说 明 ， 对 于 不 可 数 多 个 自然 数 的 集合 来 说 ， 
一 可 数 语言 留 下 了 大 量 的 不 确定 的 东西 ， 在 一 定 意 义 下 ， 我 们 可 
以 说 ， 脱 殊 集 合 是 ZF 语言 所 无 法 描述 的 那些 对 象 ， 


习 题 


10.1 试 证 明定 理 10,25。 

10.2 试 证 明 ， 对 于 每 一 序数 we<<oo， 都 有 一 标号 ce 使 得 cx 
一 0 是 独立 于 已 知 的 完备 序列 的 。 

10.3 对 于 813 给 出 的 标号 空间 和 力 这 概念 ， 建 立 相 应 于 
8 11 一 12 的 力 追 关系 的 性 质 ， 特 别 是 证 明 完 备 序 列 的 存在 性 和 力 
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这 美 系 的 绝对 性 定理 ， 

10.4 假定 YI 与 9? 为 任意 的 不 同 的 脱 殊 全 合 ， 试 解答 下 述 问 
题 : 

《1》SiU Ss 是否 为 脱 殊 集合 ? 

(2) SiNSs 是 否 为 脱 丈 集 合 ? 

C3) Si 一 Sz 是 否 为 脱 丈 集合 ? 
并 给 出 证 明 。 

10.5 运用 力 追 方法 证 明 第 七 章 8 8 By Ae HA Mw” 
的 命题 。 
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第 十 一 章 。 类 公理 与 聚合 公理 


在 前 五 章 中 ， 我 们 曾 讨论 了 集合 和 类 的 有 关 性 质 ， 第 六 章 给 
出 了 集合 的 形式 处 理 ， 建 立 了 集合 的 形式 语言 和 形式 公理 系统 ， 
回避 了 类 的 概念 ， 本 章 我 们 首先 给 出 类 的 形式 化 处理， 陈述 汉 。， 
诺 意 曼 - 贝 尔 奈 斯 - 琳 德 尔 公理 系统 NBG ,文献 中 也 常 把 这 一 系统 
记 做 GB 系统 ,其 次 ， 我 们 陈述 类 的 非 直 谓 系统 MQ， 并 且 陈 述 勤 
维 给 出 的 关于 超 类 的 系统 ST 与 ST 最 后 , 据 [10] ,我 们 陈述 关于 
聚合 的 公理 系统 ACG .类 与 超 类 都 是 聚合 ， 它 是 当 代数 学 的 一 个 
重要 领域 一 一 范畴 论 的 基本 对 象 ， 我 们 把 它 作为 二 型 集合 ， 从 而 
我 们 引进 了 二 型 序数 与 二 型 基数 的 概念 ， 并 给 出 它们 的 一 些 基本 
性 质 。 


§ 1 类 的 形式 语言 


重申 第 一 章 的 说 明 ， 每 一 集合 都 是 一 类 ， 不 是 集合 的 类 叫做 
HA. 我 们 用 小 写 英文 字母 表示 集合 和 集合 变 元 ， 大 写 英文 字母 
表示 类 和 类 变 元 、E 表示 集合 与 集合 、 类 与 集合 、 集 合 与 类 、 类 
与 类 之 间 的 元 素 关系 或 类 属 关系 ,等 号 = 作为 逻辑 常 项 符号 ， 远 
Hid 1, As V > «>, 3, V 以 及 技术 性 符号 (， 和 )， 均 
与 第 六 章 的 说 明 相 同 ,这 样 ， 我 们 有 初级 公式 ; x€y,，%EY,， 
YEx, XEY, x=y, =Y Y =, X =Y 等 等 ,初级 公式 都 是 公 
式 , 任 意 公式 4，14 也 还 是 一 公式 ,任意 公式 4,B, 我 们 有 (4 八 B)， 
(AVB), (A>B) 和 (A->B) 都 是 公式 ,对 于 一 公式 AR, 
一 变 元 * 在 其 中 是 自由 出 现 、 约 束 出 钢 或 不 册 现 的 概念 与 ZF 形式 
语言 是 类 似 的 ,对 于 4 来 说 ， 一 类 变 元 在 其 中 的 自由 出 现 、 约束 出 
现 或 不 出 现 也 可 以 类 似 地 给 出 定义 ， 

定义 11.1 FAR 4 中 无 类 变 元 出 现 , 则 公式 4 叫做 纯 集合 
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公式 〈 简 称 纯 公 式 )， 若 公式 4 中 无 类 变量 的 约束 出 现 (也 称 无 类 
量词 出 现 ) , 则 公式 4 叫做 对 类 变 元 而 言 是 直 谓 的 〈 这 时 允许 有 类 
变 元 的 自由 出 现 )， 

上 述 形式 语 衣 的 原始 概念 有 三 个 ,集合 .类 与 属于 关系 €。 
由 些 ， 集 合 与 集合 ， 集 合 与 类 ， 类 与 类 之 间 有 些 什么 联系 呢 ? 这 
些 都 是 由 公理 系统 所 刻 划 的 ， 读 者 将 会 看 到 在 下 述 公 理 系 统 中 ， 
我 们 能 够 定义 -- 些 特殊 的 集合 ， 特 殊 的 类 ， 对 于 这 些 集合 与 类 来 
说 ,我 们 也 人 允许 它们 作为 已 定义 了 的 对 和 象 在 公式 中 出 现 ， 这 种 扩 
充 了 的 形式 语言 ， 我 们 也 称 之 为 半 形 式 化 语言 。 


$2 NBG 公 理 系统 


这 一 系统 起 源 于 汉 * 诺 意 曼 ， 经 过 贝尔 R 斯 的 研究 ， 哥 德尔 
在 他 的 专著 中 进行 了 简化 ,众所周知 ,集合 论 悖 论 总 是 与 真 类 相关 
Kit, APRN, AMMAR, Bw RA 
公理 系统 ZF， 在 第 六 章 中 ， 我 们 已 经 指出 , 那 是 一 个 无 穷 的 公理 
系统 .然而 ， 汉 * 诺 意 曼 认为 集合 论 悖 论 不 在 于 处 理 真 类 ， 而 在 于 
把 真 类 作为 某 些 集合 或 类 的 元 素 ， 因 此 ， 在 他 的 系统 中 不 仅 处 理 
集合 ， 而 且 还 要 处 理 类 ， 并 且 把 类 作为 工具 ,使 系统 NBG 为 一 个 
有 穷 的 公理 系统 。 我 们 按 哥 德尔 的 陈述 ， 在 上 节 陈 述 的 形式 语言 
中 ， 增 加 分 别 央 示 和 集合 与 类 的 两 个 一 目 谓词 符号 @ 与 A， 并 且 


把 公理 分 为 四 组 。 
A 组 公理 
1. Vx (x). 
2。 YXJIY(XEY> AH (X)), 
3。 VXSY CW ene < 一 YEGEY) 一 和 一 了 )。 
4。 Ysy yzy ulu Ereu=gVu=y). 


公理 Al 是 说 ， 每 一 集合 都 是 一 类 ， 公 理 A2 是 说 ， 任 何 的 类 
X, 4 存在 一 类 了 Y， 使 得 和 为 了 的 一 元 素 时 ， 习 就 是 一 集合 . 换 名 
话说 ， 类 的 元 素 都 是 集合 ，A3 是 类 的 外 延 公理 ， 因 为 每 一 集合 
都 是 一 类 ， 这 样 也 就 有 了 集合 的 外 延 公理 ,公理 A4 是 集合 的 无 序 
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对 公理 ， 它 与 ZF 系 统 的 相应 公理 相同 ， 从 而 我 们 就 有 了 有 序 对 、 
卡 氏 积 、 关 系 与 函数 的 袜 念 了 ， 这 里 不 一 一 重复 ， 

B 组 公理 

对 于 任意 的 公式 4(x te ,Xa)，B(C%1,… ,Xn)， 为 简便 起 见 ， 
我 们 把 公式 VX，V%s( A Car gt pn) <> Blair ge Kad) TE He 
AC 201 Ma) aman BCR gtt Kudo 

1. AX VW #V y(x, y) CX <> XE y). 

2. YXYYƏZluE Ze- mEXMuEY). 

3. WXSY (we Y<«—>.WeX). 

4. VXSY (4 CY e>, Jy, y €X)). 

5.  YXIY (<a, y C¥ <>n EX). 

6. VXSY (casy? E Y <> 196 EX). 

7. V AAV (r, y, CV may htt, yr EX). 

8. VXAY (6459 922 EY ey Ns V0 EX). 

上 上述 公 理 Bl 是 说 ， 存 在 一 个 类 ， 它 的 元 素 恰好 为 满足 x*Ey 
的 有 序 对 《%,y>、 也 就 是 类 属 关系 ， 人 们 常 把 这 一 类 记 作 上 ， 即 

E={i&,y>|s€ y}. 

ABBE, WERWAX, YR, EMA RARE 一 类 ， 
公理 B3 是 说 ， 任 一 类 (HRA) 的 补 还 是 一 类 .B4 是 说 ， 任 一 
类 关系 的 定义 域 还 是 一 类 ,我 们 知道 ， 空 集合 是 一 类 , 由 公理 了 3， 
我 们 可 以 获得 罗 也 是 一 类 ， 它 是 好 的 补 类 .这 样 ，B5 是 说 ， 对 于 
fE-2BX Xx Y 还 是 一 类 ,B6 是 说 ， 一 类 关系 的 着 还 是 一 类 ,类 似 
地 ， 读 者 不 难 给 出 B7 与 88 的 说 明 。 

C 组 公理 

1. Se(DEexAV yEnaz€ «Vu (uEzeutyVu=y)). 

2. VeayV 22 E ye Value ZE>HEN)), 

8. Vesey yzl E yore x(z€u)). 

4. VXCV edly (is, YIEX> YIIY Vz eye 

AuE x(<u,z>€X))). 
BACIHEJAM, CAAPRAAH, CRAKEAR ,CA 
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为 赫 换 公理 ， 与 ZF 系 统 不 同 的 是 这 里 到 是 任意 的 类 ， 并 且 仅仅 是 
一 条 公理 ， 而 ZE 系统 中 ， 替 换 公理 为 一 模式 ， 是 无 穷 条 公理 ， 
D 组 公理 
VX(X+ 0 —>3yEXYNX=Ø)). 
这 是 关于 类 的 正则 公理 ， 
E 组 公理 
SX(V «Sr yKx, wo EXAV ae GIYEX( Gy 
€X))). 

上 述 A 至 五 组 公理 一 起 记 做 NBG RGB (在 上 下 文 不 致 引起 
误解 时 ,我 们 也 把 公理 A 一 D 记 为 GB).。 亦 即 Von Neumann-Ber- 
hays-G6del 或 Gidel-Bernays 的 缩写 ,上 述 系统 在 形 式 上 与 哥 德 
尔 546] 路 有 不 同 ， 

上 述 公理 互 称 为 整体 选择 公理 ， 它 比 我 们 在 第 六 章 中 陈述 的 
选择 公理 要 强 一 些 , 当 我 们 把 上 述 公理 A 一 D 记 为 2 时 ， 并 仍然 把 
第 六 章 中 的 选择 公理 记 为 AC， 则 有 ， 

=+ EFF-AC, (11.1) 

公理 也是 说 ， 存 在 一 个 类 ， 对 于 每 一 不 空 集合 来 说 ， 都 可 以 
从 中 选择 一 个 元 素 。 

不 难看 出 ，GB 是 ZF 的 一 个 扩充 ,我 们 将 要 指出 GB 只 是 ZF 的 
一 个 保守 的 扩充 .为 此 ,我 们 定义 :如 果 理 论 工 是 Ts 的 一 个 扩充 ， 
且 对 于 了 中 命题 4， ATi A, WTH A, 就 称 T: ÆT 的 一 个 保 
守 扩充 。 


§3 GB 系统 中 类 的 概括 原则 


定理 11.1 对 于 任意 的 纯 公 式 4(*… ye)， 都 有 ， 

AX (Kai gees stn? E X snd (Kt, Kad) 0 (11.2) 

iE ” 施 归 纳 于 公式 4 的 构造 ,首先 ， 当 公式 为 %1€ %z 时 ， 由 
公理 B1， 类 E 满足 定理 中 所 要 求 的 类 ， 即 此 时 式 〈11.2)》 成 立 。 
其 次 ,假定 公式 AKIB S, ;zjo)， 由 归纳 假设 ,对 公式 B 而 言 ， 
定理 成 立 ， 即 有 类 XX! 使 得 
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Rata gt a> © Xa reg BUG ye pta), 
FRX, 使 用 了 B3， 即 可 求 得 满足 于 公式 ANA. B=, BEAR 
Alkis" 9 %a) 为 Bi(%1s9… xa) A Bal xig s En), 出 归纳 假定 对 于 
公式 B1 与 B: 定 理 成 立 。 这 时 运用 公式 B: 即 可 获得 欲 证 结果 ,第 四 ， 
假定 公式 4 为 3yB(x,y) GAC, ye) 为 3YB(%1,… ,Xa 
yy))， 着 且 由 归纳 假设 ， 对 于 公式 B 定理 成 立 ， 这 时 运用 公理 B4 
即 可 获得 欲 证 结果 。4 的 其 它 情 况 由 逻辑 定理 即 获 得 ， 

当 我 们 对 欲求 的 类 X 还 要 求 有 特定 的 元 素 (wn 元 有 序 对 的 特 
别 次 序 ) 时 ， 运 用 公理 B5 一 B8 就 可 完成 欲求 的 技术 细节 。 

综 上 、 我 们 已 获得 定理 的 证 明 ， 

作为 上 述 定理 的 特殊 情况 ， 我 们 有 下 述 定理 ， 

定理 11.2 对 于 任意 的 纯 公 式 4(x)， 我 们 有 : 

IX (xE XA(r)). 
定理 11.3 对 于 任意 的 直 谓 公式 4(*)， 我 们 有 ， 
AX (K€ Xe, Alr). 

证 明 ”由 公 理 B1 一 B4， 施 归纳 于 公式 4(x%) 的 复杂 性 即 可 获 

Et, RNE 

定理 11.4 ”对 于 任意 的 直 谓 公式 4(%1,… a ig 1 Nm) ,我 
们 有 : 

FX Kaip Na) © XP ad (Nis Bahr 9 tt Xm) do 

定理 11,.1 一 11.4， 称 为 对 类 的 概括 原则 ， 由 概括 原则 我 们 从 
A, C, EE 组 公理 可 以 获得 B 组 公理 。 这 就 说 明了 GB 系统 的 有 穷 性 
主要 是 B 组 公理 ， 这 八条 公理 代替 了 概括 原则 这 无 穷 条 的 结果 。 


$4 NBG 的 协调 性 


我 们 把 ZF 形式 语言 与 本 章 所 陈述 的 形式 语言 作 比较 时 ， 就 
会 发 现 后 者 要 丰富 得 多 ，ZF 的 每 一 公式 都 是 本 章 中 的 公式 ， 反 
之 不 然 ， 凡 是 含有 类 变 元 的 公式 都 不 是 ZF 公式 ,比如 YEY， 
OncV, X=V 等 公式 都 不 是 ZF 公式 ,但 是 就 有 关 集 合 的 命题 
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来 说 ，ZF 与 GB 的 推演 能 力 是 相同 的 ,为 此 ,我 们 给 出 下 述 定 理 。 

定理 11.5 对 于 任意 的 ZF 命题 4, 我 们 有 

ZEHA 当 且 仅 当 GBA. 

证 明 首先 ， 假 定 ZF|- 4, 我 们 逐一 考察 ZF 公 理 ， 除 替换 公 
理 外 ， 其 它 公 理 都 是 GB 的 公理 。 而 在 使 用 替换 公理 时 ， 对 于 任 
意 的 ZF 公式 4(%x, y)， 由 松 括 原则 .有 一 类 六 满足 下 式 

iv, YY E Xy A(x, Y). 

对 于 这 一 类 芋 ， 使 用 公理 C4， 即 可 获得 欲求 的 结果 ， 从 而 有 
GB! A. 

其 次 ， 我 们 假定 GBF 4， 如 果 ZF 所 4， 则 有 ZF 的 一 可 数 模型 
ot, WATE OPA BOL. 

SRC yO) 枚 举 了 ZE 的 所 有 公式 ， 同 时 ， 对 于 任意 
BER iy ty JEM, SES 

Sal istry Yo) =A lve A A Ran Yi VS 

RES a ' 是 .A 与 所 有 上 述 定义 的 集合 ss 的 并 ,并 且 规 定 ， 

对 于 某 一 集合 vE Md, GA 

Vs(zE. A ->(2E 2% 2 E x)) 
成 立时 ， 则 令 * 与 s, 做 为 同一 对 象 。 这 时 ， 显 然 ,< 为 GB 的 一 个 
MM, A /的 元 素 为 类 ， 并 且 其 中 ,万 的 元 素 都 为 集合 ， 这 样 ， 
因为 GBH 4， 且 .A |=GB, Bd’ 4A 由 于 .中 的 集合 都 
是 .KV 中 的 集合 ， 没 有 任何 新 的 集合 ， 因 此 ， 也 有 .A 54 这 与 
A 在 .中 不 成 立 相 蔬 盾 ， 从 而 完成 了 定理 的 证 明 ， 

定理 11.5 说 明 GB 是 ZF 的 一 个 保守 的 扩充 。 

定理 11.6 ZF 与 GB 的 协调 性 等 价 , 亦 即 ， 我 们 有 
Consis(ZF) <«— Consis(GB). 

证 明 4. #Consis(ZF), WConsis(GB) ,因为 若 不 然 ， 
则 在 GB 的 语言 中 有 公式 4， 使 得 ，GBHF 4 入 1A. 由 此 ,存在 纯 集 
合 语句 “〈 即 ZE 语句) 也， 使 得 GBHF- BA 人 IAB. 然而 ,由 定理 11,5， 
就 有 ZEFH B 八 1B， 这 与 Consis(ZF)〉 MPH, Ai AMIE RR 
Mie 
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其 次 ， 当 Consis(GB)， 即 任意 类 语言 中 的 语句 4， 都 不 能 有 
GBF4A 人 -4, 从 而 对 任意 纯 集 合 语句 4 也 不 能 有 GBHF AA 14, 故 
也 不 能 有 ZFHF 4 八 ” 14, 也 就 是 说 ，ZF 是 协调 的 ， 即 Consis(ZF)， 


§5 QM 公理 系统 


我 们 已 经 指出 ，GB 系统 中 的 B 组 公理 与 概括 原 则 〈 即 定理 
11.1) 是 等 价 的 。 当 我 们 把 A 组 公理 ，C 一 互 组 公理 并 附加 上 定理 
11.1 记 做 公理 系统 GB* 时 ， 显 然 二 者 是 等 价 的 ， 它 们 关于 集合 与 
类 的 定理 都 是 相同 的 。 所 不 同 的 仅仅 是 GB 为 有 穷 条 公理 ， 而 GB* 
为 无 穷 多 条 公理 。 现 在 ， 我 们 建立 一 个 新 的 公理 系统， 并 记 做 
QM， 在 它 的 语言 中 ，A 组 公理 、C 一 BE 组 公理 与 GB 相同 ，B 组 公 
理 换 成 如 下 的 公理 

B' ， 对 于 类 语言 的 任 一 公式 4(Y) ( 它 可 以 是 非 直 谓 的 )， 我 
们 有 ， 

AX(4€ X<«—»,A(s)). 

AAB EH, WER MAD ACs), 4 AC) 
中 可 以 含有 有 穷 个 类 的 存在 量词 和 全 称 量词 时 ， 都 有 一 类 义 ， 它 
的 元 素 恰 好 是 满足 条 件 4(x) 的 那些 元 素 ， 在 GB 中 ， 当 人 们 使 用 
条 件 ACs) 定义 菜 一 类 时 ， 总 需要 检查 4(x) 是 否 为 直 亩 公式 ， 
即 检查 其 中 是 否 含有 类 量词 ， 而 在 QM 中 就 无 需 作 这 种 考虑 了 ,不 
管 怎样 ， 当 A(x) 给 定时 ，{x14(x)} 总 是 一 个 确定 的 类 。 

注 记 11,1 QM 是 出 无穷 条 公理 组 成 的 系统 ， 显 然 ，GB 的 任 
一 定理 都 是 QM 的 定理 ， QM 与 GB* 不 同 ，QM 是 不 可 有 穷 公理 化 
的 ， 如 同 GB 是 GB* 的 有 穷 公 理 系 统 那 样 。 或 者 说 ， 在 不 引进 新 的 
变 元 的 情况 下 ，QM 是 不 可 有 穷 公理 化 的 . 这 仅 需 证 明 ，QM 的 任 
意 有 穷 子 系统 的 协调 福 在 RM 中 都 是 可 证 明 的 。 

注 记 11.2 ”在 QM 中 可 以 证 明 GB 的 协调 和 性， 这样，QM 就 不 
是 ZF 的 一 个 保守 扩充 了 .这 仅 需 在 QM 中 给 出 集合 变 元 的 公式 的 
可 满足 性 的 定义 ， 

注 记 11.2 说 明 ， 存 在 着 无 穷 多 条 仅仅 关系 到 集合 的 命题， 
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在 ZF 是 不 能 够 被 证 明 的 ， 而 在 QM 中 是 可 证 的 命题 。 也 就 是 说 ， 
有 无 穷 多 个 关于 集合 的 命题 是 RM 的 定理 ， 而 不 是 ZF 的 定理 。 

当 我 们 把 一 条 蕴涵 存在 无 穷 多 不 可 达 基 数 的 强 无 穷 公理 附加 
于 ZF 之 后 所 获得 的 公理 系统 记 做 ZM 时 ， 不 难 证 明 QM 中 的 所 有 
关于 集合 的 定理 都 是 ZM 的 定理 。 由 此 ， 如 果 ZM 是 协调 的 话 ， 则 
QM 也 是 协调 的 。 : 

注 记 11,3 公理 B BRA (Quine, W. V.) 在 1940 的 书 指 
HN, HES GB 系统 相合 并 而 形成 新 的 系统 起 源 于 莫 尔 斯 
(Morse,A.P.) 1965 年 的 专著 《集合 论 》， 所 以 人 们 把 这 一 系统 
记 为 Quaine-Morse 系 统 ， 缩 写 为 QM.。 BII Kelley, J.L.) 
1955 年 的 专著 《一 般 拓 扑 》 的 附录 中 作为 分 类 公理 模式 陈述 了 公 
理 B' ， 因 此 ， 文 献 中 也 把 QM 记 做 MK， 


§6 超 类 及 其 公理 系统 


在 GB 中 仅 谈 及 直 谓 类 ， 而 QM 中 还 谈 及 非 直 谓 的 ， 然 而 ， 两 
者 的 元 素 都 只 能 是 集合 ， 真 类 不 能 作为 元 素 。 这 是 A2 的 含义 . 哥 
MRSA PAM: AXRYARAN, WELY) 为 空 集合 
SAME, HRLGRA S 没有 任何 元 素 ， 当 然 不 可 能 有 某 一 真 
类 作 元 素 。 因此， 上 述 规定 是 不 合理 、 不 自然 的 ， 

在 范畴 论 的 论 域 中 ， 不 仅 有 集合 与 真 类 ， 而 且 也 可 以 有 以 真 
类 作为 元 素 的 对 象 。 这 些 对 象 被 勒 维 Levy, A) Gh AR 
(yperclass)。 勒 维 建立 了 两 个 公理 系统 ， 第 一 系统 我 们 不 妨 记 
做 ST!， 它 的 公理 系统 是 把 下 述 公理 @ 与 O) 附加 于 QM 而 获 
得 的 : 

(a) 一 超 类 的 每 一 元 素 都 是 一 类 RRA). 

O 对 于 类 的 每 一 条 件 4(X〉 都 存在 一 超 类 ， 它 恰 由 满足 
条 件 4(》 的 类 X 所 组 成 ， 

BR, HMMABST., {V}, {On}, {V ,On} 等 等 都 是 超 类 ， 
然而 《 {V}} 就 不 是 超 类 了 ， 内 为 超 类 的 元 素 都 只 能 是 类 包括 
集合 )。 
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勒 维 还 给 出 了 刻 划 集合 ,类 与 超 类 的 公理 系统 ST,; 它 的 变 元 
只 有 类 变 元 ， 原 始 谓词 是 类 属 关 系 E， 表 示 集 合资 格 的 一 目 谓词 
em. 公式 m(%) 表示 是 一 集合 ， 用 英文 小 写字 母 玫 示 集合 和 
集合 变 元 ， 这 是 由 定义 避 进 的 而 不 是 原始 的 概念 ,ST: 的 公理 是 ， 

(a) 集合 资格 公理 ， 一 集合 的 每 一 元 素 都 是 一 集合 ; 

Cb) 在 QM 的 公理 中 的 所 有 公理 中 删 去 公理 A1，A2 并 OE 
换 公理 修改 为 ,，“ 怒 果 F 是 一 类 函数 ，s 是 一 集合 ， 且 对 于 s 中 任 一 
元 x*，， 当 %* 同 时 在 F 的 定义 域 中 时 ， 就 有 F(x) 是 一 集合 ,那么 
存在 一 集合 y， 使 得 y= {F(x)|x€s}; 

(c) 将 ZE 公理 中 的 集合 变 元 替换 为 类 变 元 而 得 到 的 公理 ， 

由 公理 〈b)，ST: 为 无 穷 多 条 公理 的 系统 ， 它 含有 非 直 谓 的 
概括 原 别 作为 公理 .这 一 公理 说 明 ST: 是 比 GB 更 强 的 公理 系统 . 公 
理 (c) 当然 也 说 明 ST: 为 无 穷 多 公理 的 系统 ， 并 且 对 于 任 一 类 及 
WH, AX) 仍然 是 一 类 ，:22(X) 的 元 素 为 卫 的 子 类 (MAX 
本 身 在 内 )， 即 真 类 可 以 作为 元 素 ， 超 类 也 可 以 作为 元 素 了 。 例 
如 ， 所 有 集合 所 组 成 的 类 V 是 一 真 类 ,2(V) 由 V 的 所 有 子 类 
(包括 V 本 身 在 内 ) 所 组 成 ,乃至 (名 (V)) 等 等 , 这 是 一 个 有 两 
个 层次 的 集合 论 ， 在 下 晨 处 理 集合 ， 在 上 层 处 理 类 . QZF +F 
在 一 不 可 达 基 数 "为 公理 系统 ZEF*. 勤 维 指 出 ，ST: 的 自然 模型 能 
够 借助 于 ZF* 给 出 来 : 令 BAla)=V{P(R(B))|B<e}, XH 
FAQ) 中 元 理解 为 “集合 "， 其 中 为 一 固定 的 不 可 达 基数 ， 而 
把 “类 ”理解 为 任意 的 集合 ， 这 样 ， 假 定 ZF* 协 调 ， 就 有 ST: 协调 
了 ,而 且 关 于 集合 的 每 一 语 甸 4， 车 4 在 ST: 中 可 证 明 ， 则 4 EZM 
中 是 可 证 的 。 


$7 聚合 公理 系统 ACG 
公理 系统 ACG 的 形式 语言 中 有 四 种 变 元 ， 即 集合 变 元 UR 
文 小 写字 母 或 加 下 标 表 示 和 集合 或 集合 变 元 )， 类 变 元 (以 英文 大 
写字 母 或 加 下 标 表示 类 或 类 变 元 ), 聚 合 变 元 〈 即 二 型 集合 变 元 ， 
以 英文 大 写 草 体 字母 .2 或 加 下 标 表示 聚合 或 聚合 变 元 )。 聚合 的 
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类 ( 亦 称 二 型 类 ， 以 英文 大 写 草 体 字 母 多 或 加 下 标 表 示 之 )， 以 
及 二 目 谓 词 .聚合 公理 系统 ACG(Axiom of Conglomarates) 
的 公理 是 GB 加 上 下 述 关于 聚合 及 聚合 类 的 五 组 公理 .显然 ， 这 是 
一 有 穷 公理 系统 。 

A 组 公理 

le VAASAA). 

其 中 Scl 为 表示 二 型 类 的 一 目 谓 词 ， 该 公理 表示 每 一 聚合 都 
是 一 聚合 类 《〈 即 二 型 类 )， 

2e VY MAY AME H2)>Cog(H1)). 

其 中 Cog 为 表示 聚合 的 一 目 谓词 ， 该 公理 表示 二 型 类 的 每 一 
元 都 是 一 聚合 。 

Be 中 多多 SEE 斑纹 2 

= )。 

该 公理 为 二 型 类 的 外 延 公理 ， 

4. VXCog(%), 

该 公理 表示 每 一 类 都 是 一 聚合 。 当 然 ， 每 一 集合 也 是 -- 聚 合 


B 组 公理 

1。 习 多 (2 A DEY AR RR E #2) 

2. YDAN UIU lh KH CY 3 gg KEVIN 
HEY?) 

3. VAIRAR EY re g@ AE ERY) 

4, VI lH ERY o KIRAKA 1, AVER) 

5e VMSA KALRA HED yar AERA), 

6s VB A KH 1,4 D ERY I gia KH 
A pew). 

Te AE ET- ATTE ETEA E m E EA 
HR HEY), 

Be VB SY KAA R21, 4B VEY I> @ a as 
HR ss HR ED), 
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CHAT 
le VPARP 2E Bt go Kio KP 0 
2. VP SRM BP EK <> g AF CK 
(B2E#s)). 
38. VYV PUK KY AVEU) KIK: 
V Bh K€ Ks dk CK 1, A ED)), 
46 WV RW BARAK EC ¥ 3 pA = AWN 
B= Ho) 
D 组 公理 
VUY EDIK EYL NY =Ø). 
EASE 
BY (NY Pi HUH ÆDER INN) ELH EO 
PAK EC KCK KFDEY)))« 
这 就 完成 了 对 公理 系统 ACG 的 描述 ,对 于 ACG Ki, RNS 
FREM. 
定理 11.7 ACG- VAC IHEP). 
定理 11.8 ACGE V RAN RÆ (AR ER :A 
ER 1)). 
定理 11.9 ACGE YVR VA VAC UMMC HK? 
NB E RÆ SANA se #1))- 
定义 1T.1 RAM-A, BH 
Ky Krs ty Boas Kns 
满足 下 述 性 质 ， 
TEL 5 Bri€E# i 
定理 11.10 在 ACG 的 前 提 下 ， 不 存在 聚合 的 降 链 。 
定理 11.11 在 ACG 之 下 ， 对 于 聚合 的 分 离 公 理 
VEVYAR NALAK ER rH .EAA 
HA1EB ) 成 立 。 
定理 11.7 一 11.10 的 证 明 主 要 使 用 公理 D。 而 定 理 11.11 的 证 
明志 要 使 用 公理 C3 和 一 阶 逻辑 的 性 质 ， 从 略 。 
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$8 二 型 序数 


定义 11.2 RAZ, WEWER 
C1) VA ER VA.EA(R EC ANK AEB V 
KKE Ra) 
C2) VA ER YA CHUNK EDL), 
则 我 们 就 称 .2 为 二 型 序数 CORRE. 
由 定义 11.2 及 序数 的 性 质 ， 并 运用 公理 A4， 我 们 有 ， 
定理 11.12 每 一 序数 都 是 二 型 序数 。 
由 On 是 一 聚合 并 满足 定义 11.2(1) 一 (2)， 我 们 有 ， 
定理 11.15 0n 是 一 个 二 型 序数 。 
为 书写 方便 ， 今 后 我 们 把 二 型 序数 On 记 做 2. 它 是 第 一 个 即 
最 小 的 非 集合 的 序数 ， 

定义 11.5 = Q*=Qy {Q}=On {On}. 

由 公理 C2，C4，Q' 是 一 个 聚合 ,不 难 验证 8' 也 满足 定义 11。,2 
(1) — O) MA, 我们 有 

定理 11.14 2' 是 一 个 二 型 序数 ， 

2': 是 我 们 获得 的 第 一 个 非 类 的 二 型 序数 ，。 

定义 11.4 我 们 令 

Q+1=2". 

对 于 任意 的 自然 数 4，， 假 定 已 有 Q+n， 我 们 令 
Q+(nt+1=(Q+n)*=(Q+n)U {QR+n}, 
Q+a=Y{Q+n|nEo}. 

对 于 任意 序数 "， 当 我 们 已 知 2+2 时 ， 令 

Q+e+1=(Q+e@)U{Q+e}. 

当 ? 为 任意 极限 序数 时 ， 令 

只 十 入 一 U (ata). 


今后 ， 我 们 把 第 二 章 中 定义 的 序数 叫 一 型 序数 。 在 不 引起 误 
解 时 ， 把 一 型 序数 和 二 型 序数 统称 为 序数 ,这 样 ， 由 定义 11.4. 我 
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们 不 难 获得 下 述 定理 ， 

定理 11.15 ”对 于 任意 序数 ?，Q +& 是 二 型 序数 ,并 且 当 4 之 1 
EJ, Q +4 是非 类 的 二 型 序数 ， 

定义 11,5 A2+0=VU{Q+alece 0}. 

定理 11,16 Q+ 8 是 一 个 二 型 序数 ， 并 旦 它 是 大 于 8 +e (对 
于 一 切 cE0) 的 最 小 二 型 序数 ， 

证 明 首先 利用 公理 C3 可 知 2 +2 是 一 个 聚合 ， 并 可 直接 验 
证 它 满足 定义 11.2(1) 一 (2), 所 以 它 是 一 个 二 型 序数 ， 

WFE-BEQ, BRA 

Q+B+1E{Q+a\aE Q}, 
Q+BEQN+B+1, 
所 以 ， 
Q+BEU {0 +e] En}, 
Bp Q+BEQ+Q, 

再 证 最 小 性 ， 亦 即 车 有 二 型 序数 A， 使 对 于 一 切 *E 8， 都 有 
QteEA， 则 0 + QCA, 因 为 根据 定义 11,2 (2)， 对 任 一 a&€ 9， 
Aeca, MU, RNA 

VICK EOR CA), 
亦 即  Q+QCA. 

4 Q92=0+0, RERNE, 我 们 可 以 给 出 二 型 序数 0.3。 
Qed, Reo, e, Dea, |, WHO, FASM=OQ, 我 们 
可 获得 二 型 序 数 8”，…，Q”，…，Q? 等 等 ， 


$9 二 型 序数 的 性 质 
定理 11,17 二 型 序数 A 是 一 型 序数 当日 仅 当 存在 一 集合 ,使 
BACS. 
定理 11.18 若是 序数 的 一 个 聚合 ， 则 0 的 任意 二 个 元 素 
REA ZKE. 
证 明 只 需 证 明 2 的 任意 二 个 元 素 4, 5AA 
AGE4VA =A VAE A (11.3) 
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成 立 , 至 于 三 者 的 唯一 性 仅 需 利 用 公理 一 即 可 获得 。 
BER (11.3) PX. THA: CA, HA: CA. FAS Ai N Acs 
故 A; 也 是 一 个 聚合 ,我 们 来 证 明 4* 仍 是 一 序数 ,这 仅 需 证 明 As: 满 足 
定义 11.2(1) 一 (2)。 
HEO) FUER HK 1, Bre As & 
A EAA AC As 
RA 
KEIN AHN REE 
RE EO), MEERA. Ha A 
A EAA RA ERI, 
KE KFiCA ABER. WARK: EA, RAK? EA 
因此 ，.2:EAs. 因 此 ,我 们 获得 4 为 一 序数 ,当然 ,4 一 AsU {As} 
也 是 一 序数 ， 并 且 我 们 有 AiCA:f A. 
首先 因为 A;C +A HAsC tA AAE M ASA (这 时 就 
BACA, RSA 01D AFA), RASA CANA AC 
Ais tH 5 (11.3) WFE). 
其 次 ， {As} CA E {As} C Az 
所 以 ， ATCA BACA 
因此 ， ATTA: fl A,. (11.4) 
fist (11.4) SAKE XAs=ANAHMF A ROE, RA 
盾 是 由 于 我 们 假定 式 (11.3》 不 成 立 所 引起 的 .所 以 式 (11,3) 成 
iL. 
定理 11.19 AY HHPRARHIBAR, He HS, WH 
一 最 小 的 序数 人 4A， 使 得 AGE 名 
证 明 因为 多 不 空 ， 故 有 一 序数 A， 使 得 ACY, FH = 
ASJA EA AALER}, BRAC R, HR R-RE. ASH 
D, VA- FMA, HBA. CK BANK = 名 ,这 里 ,序数 A; 就 
是 我 们 欲求 的 最 小 元 。 
由 定理 11.18 一 11.19， 可 知 序数 的 任 一 聚合 .2 都 是 关于 人 
的 一 自然 良 序 ， 这 样 ， 我 们 就 有 关于 二 型 序数 的 超 穷 归纳 法 ， 这 
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里 从 略 ， 
$10 二 型 基数 


定义 11.6 ZAFRA, MEHE: _ 
”VA1(4 是 序 量 且 A1E A> A, <4) ,就 称 4 为 二 型 基数 ， 
其 中 A<A 是 指 存在 聚合 内 射 函 数 .多 ,满足 ， 
Fis AA, 
并 且 不 存在 聚合 内 射 函数 .多 。， 使 得 
Haz AAi 
由 定义 11.6 可 知 ， 
定理 11.20 ”每 一 基数 都 是 一 个 二 型 基数 .特别 地 ， 任 一 自然 
数 x 是 二 型 基数 ，0@ 是 二 型 基数 ，@oi，o* 等 等 以 及 2”， 都 是 二 型 基 
数 ， 
今后 ， 为 简便 起 见 ， 常 把 基数 、 二 型 基数 统称 为 基数 。 有 时 
也 把 第 三 章 中 引进 的 基数 称 为 一 型 基数 ， 二 型 基数 亦 称 之 为 基 
A. 
定理 11.21 2& 是 二 型 基数 。 _ 
证 明 对 于 任 一 ED， 必 有 一 基数 ， 使 得 4 二 ,KE 0, 由 于 
K<2*， 有 目 2*CQO， 所 以 r< 之 Q。 
2 是 第 一 个 非 集 合 的 基数 。 
定理 11.22 28e<0。 
定义 11.7 QHA, A 
Q= (ALAAPRAA<O}. 
定理 11.23 A-E. 
证 明 PHEHAA-KA, Ah. + 
F(Q)={4# .97 是 2 上 的 自 反 恨 序 关系 } 
因为 LQ 上 的 任 一 关系 如 "都 有 
HXEPAXND ， 
所 以 ， 有 
FICECOx9)， 
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因此 F(o) B-RA. 因为 F(Q) 与 0 之 间 有 双 射 函数 ， 故 0 是 
一 聚合 .不 难 验证 Q, 满 足 定义 11.2(1) 一 (2). 故 Q, 也 是 一 序数 。 又 
因 任 一 序数 A， 若 AE 0@， 都 有 4 六 2, 而 不 能 有 0 和 92， 否则 就 有 
QER MUEREN. 

定义 11.8 _ 

= {Al AA RHA<O,}. 
一 般 地 ， 对 于 任意 的 序数 86， 由 2e 已 知 我 们 可 定义 
Qop = {A] A RELHLA <0}. 
当 @ 为 极限 序数 时 ， 我 们 令 


Qo = Ü QA 
AEO 


不 难 证 明 ， 对 于 任意 序数 6，Qe 都 是 一 基 数 ， 亦 称 开 始 序 
数 ， 
平行 于 集合 论 中 的 基数 理论 ， 我 们 可 以 建立 相应 的 二 型 基数 


$ 11 三 项 注 记 

聚合 的 概念 是 深刻 的 广泛 的 ， 它 是 集合 与 类 概 念 的 自 然 推 
M. 聚合 也 可 以 作为 整体 成 为 已 完成 的 对 象 ， 由 此 组 成 二 型 类 等 
等 ,下 述 注 记 是 为 了 对 这 一 概念 作 些 补充 说 明 。 

注 记 11.4 ”在 范畴 论 中 已 广泛 地 运用 了 素 合 《 Conglomer~ 
ate) 这 一 概念 ”“， 即 使 在 集合 论 范围 内 ， 有 些 概 念 也 暗含 着 聚 
合 的 概念 。 比 如 集合 的 势 或 基数 的 概念 在 康 托 尔 的 定义 中 是 含混 
的 , 康 托 尔 认为 , “一 集合 S 的 势 或 基数 是 运用 人 们 的 积极 轧 考 能 
力 ， 不 考虑 集合 S 中 各 个 元 素 的 性 质 和 它们 的 次 序 而 抽象 出 的 一 
般 概念 ”这 里 所 说 的 “一般 概 念 " 是 什么 呢 ? 他 没有 作出 回答 ,我 
们 再 看 附 斯 道夫 《Hausdorff》 在 《 集 论 》( 科 学 出 版 社 ，1956 
年 ) PAER 

… 对 等 的 集合 具有 相同 的 基数 或 势 。 就 是 说 ， 对 于 每 一 集 
合 4， 我 们 令 一 物 4 与 之 对 应 ， 使 得 凡 对 等 的 集合 而 且 只 有 这 样 
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的 集合 对 应 于 同一 个 物 ， 
a=b 4AM A~B. 

这 种 新 的 物 就 叫 艇 基数 或 势 ， 我 们 说 ，4 具有 势 as，& 是 4 的 
势 ， 甚 至 也 说 4 有 a 个 元 ……。 这 种 形式 上 的 定义 ， 说 明了 基数 应 
是 什么 .没有 说 出 到 底 是 什么 ,? 其 中 记号 "4 一 了 3? 亦 即 定 义 5,1 中 
的 Ep(4,B)。 豪 斯 道夫 认为 没有 说 出 势 到 底 是 什么 . 也 就 是 说 明 
没有 真正 抓 住 势 这 一 概念 , 当 承 认 选 择 公理 时 ， 并 按照 汉 , 诺 意 曼 
的 作法 ， 拒 序数 取 作 传递 的 由 5 良 序 的 集合 ， 把 集合 4 的 势 取 作 
与 4 一 一 对 应 的 哪个 开始 序数 。 这样 ， 在 AC 之 下 ， 势 的 概念 就 是 
清楚 的 了 。 所 谓 这 一 概念 是 清楚 的 ， 是 指 要 保证 每 一 基数 都 是 人 
们 可 以 抓 住 的 对 象 ， 这 从 通常 的 集合 论 利 度 看 ， 就 是 要 保证 每 一 
基数 都 是 一 集合 .斯 科 特 (Scott,D .) 指 出 , 在 没有 选择 公理 时 ， 
能 够 运用 正则 公理 刻 划 集 合 的 势 这 一 概念 .对 于 任 一 集合 x*， 令 

X={y|y EVA*y 与 x 是 一 一 对 应 的 ” 

BY zs(*z 与 % 是 一 一 对 应 的 ">rnky 志 rnkz)}。 

不 难看 出 ， 在 正则 公理 成 立时 ,x 是 一 集合 。 也 就 是 说 ， 此 
时 ， 集 人 台 的 势 这 一 概念 是 清楚 的 了 。 随 后 惑 维 证 明了， 在 既 无 
AC， 又 无 正则 公理 时 ， 势 这 一 概念 是 不 可 精确 定义 的 , 亦 即 ， 此 
时 就 不 能 保证 它 是 一 集合 了 ， 人 们 不 能 用 集合 刻 划 集 合 的 势 ， 在 
通常 集合 论 中 ， 势 这 一 概念 就 是 不 可 定义 的 ， 然 而 ， 在 引入 聚合 
概念 以 后 ， 我 们 可 以 用 真 类 来 刻 划 集 合 的 势 的 概 念 § (网 注 记 
5.3)。 在 讨论 势 的 性 质 ( 恕 势 的 三 忠 性 ) 时， 这 就 涉及 到 以 真 类 
为 元 素 的 聚合 了 . 所 以 关于 集合 的 势 组 成 一 聚合 ， 不 妨 记 做 .他 o 
关于 势 的 偏 序 就 是 断定 .2 ， 的 偏 序 , 当 我 们 把 聚合 作为 能 够 抓 住 
的 对 象 时 ， 在 没有 选择 公理 ， 也 没有 正则 公理 的 情况 下 ， 集 合 的 
AP REM WENT. 

注 记 11,5 ”定理 5.1 指 出 关系 Ep 对 V 划分 等 价 类 ， 由 于 每 一 
等 价 类 都 是 一 真 类 ， 因 此 ， 在 等 价 类 中 采样 时 , 已 经 处 理 真 类 
了 ， 这 已 暗含 地 用 到 聚合 或 超 类 的 概念 了 。 虽 然 ， 通 常人 们 并 不 
明和 由 地 讲 出 这 一 点 。 在 集合 论 教 材 中 ， 人 们 常常 看 到 这 样 的 定 
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义 ，“ 按 等 势 的 等 价 关系 将 集合 分 类 ， 一 切 与 集合 4 等 势 的 集合 
归于 一 类 ， 这 个 类 的 特征 以 记号 4 表示 ， 称 为 4 的 基数 或 势 "其 
中 4 为 真 类 ， 势 的 比较 都 是 在 处 理 真 类 。 只 是 用 某 些 含糊 性 的 词 
句 隐藏 了 超 类 或 聚合 这 样 的 概念 ， 

注 记 11.6 康 托 尔 关于 集合 的 定义 对 于 聚合 来 讲 也 是 适用 
的 ,我 们 把 真 类 作为 已 完成 了 的 整体 ,它们 是 确定 的 和 相 异 之 物 ， 
对 它们 作 搜 集 就 获 竺 了 非 类 的 聚合 ， 同 样 ， 聚 合 也 可 以 作为 已 完 
成 了 的 整体 ， 它 们 也 是 确定 的 和 相 异 的 ， 对 它们 作 搜 集 就 获得 新 
的 素 合 .我 们 认为 ， 悖 论 不 仅 不 在 于 处 理 特 大 的 对 象 一 - 真 类 ， 
而 且 也 不 在 于 把 真 类 作为 元 素 ， 而 是 由 于 混淆 了 对 象形 成 过 程 中 
的 层次 ， 并 且 层 次 的 概念 是 应 当 按照 型 进行 区 分 的 ， 我 们 在 《 集 
合 论 公理 系统 的 分 层 》 中 按照 这 一 思想 把 聚合 、 二 型 类 再 次 作 了 
推广 ， 处 理 了 更 大 的 对 象 ， 建 立 了 公理 系统 的 层次 。 


习 题 
11.1 试 证 明 : QM 是 不 可 有 穷 公理 化 的 。 
11.2 仿 第 八 章 86， 建 立 GB 元 数学 概念 的 形式 化 并 证 
Hl; QMt-Consis (GB). 
11.3 REH: AMAAC, LAENA, RSW YH 这 一 
概念 是 不 可 定义 的 ， 亦 即 不 可 以 定义 为 集合 。 
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符号 说 明 表 


集合 的 元 素 关 系 符 号 
元 素 关系 的 否定 符号 
集合 元 素 的 收集 符号 
定义 集合 的 分 着 符号 
全 称 量词 
WHA S 

空 集合 符号 
PATEN 

有 序 对 集合 表示 符号 
集合 的 包含 符号 
包含 关系 的 否定 符号 
集合 的 广义 并 运算 
存在 量词 
集合 的 简单 并 运算 
集合 的 简单 交 运算 
集合 的 广义 交 运 算 
逻辑 合 取 词 
集合 的 相对 补 运 算 
28 Ai 
集合 的 倍 氏 积 运 算 
关系 的 复合 运算 
KAW Mise 
关系 的 限制 运算 
关系 的 象 运算 
存在 旦 唯一 量词 
不 等 符号 
逻辑 析 取 词 

C 相对 全 域 V 的 补 运 算 
小 于 等 于 关系 


3 

i 

a 
. 


集合 * 的 后 继 运 算 
小 于 关系 

真 包含 关系 符号 
关系 尽 的 om 内 复合 
无 穷 基数 符号 

贝斯 基数 符号 

HE aR PA RAB A ES 
RRA GAM Bla 
号 
KARAM AAW RA 
号 

悄 示 开 区 间 的 符号 
RAS 
基数 和 的 运算 符号 
基数 积 与 集合 超 积 运算 
推演 关系 符号 

可 满足 关系 符号 
推演 关系 的 否定 符号 


5V-] 全 称 消去 规则 符号 . 
(I 存在 消去 规则 符号 


>) 


AMA Eee S 

以 当 开 头 的 第 i 层 公式 
集合 

标志 第 0 层 公式 的 符号 
有 序 对 集合 + 的 第 一 元 
有 序 对 集合 x 的 第 二 元 
LY FAB Bt RAK 
集合 


A RRUAN i” 力 迫 关系 符号 
Q ”公式 的 给 定 集合 邮 ” 力 人 迫 关系 的 否定 符号 
类 、 和 集合、 概念、 关系 、 闻 数 的 缩写 符号 
N 表示 所 有 自然 数组 成 的 集 Is 与 一 序数 同 构 的 良 序 集 A 
合 类 
T 表示 罗素 类 rnk ”集合 的 秩 函 数 符号 
P BRS WSR S Fun 表示 函数 性 质 的 符号 
v 所 有 集合 组 成 的 真 类 sg 符号 函数 
dom ”关系 的 定义 域 sg 反 符号 函数 
ran AHER Fun(*,y) x 是 在 ?上 有 定义 的 函数 
fd 关系 的 域 Fun(*) * 是 一 函数 
1 或 加 下 标 HBA ENS R 关系 与 函数 的 一 集合 
On 所 有 序数 组 成 的 真 类 Ep 等 势 关系 符号 
lim ”表示 极限 序数 的 符号 Po 集合 势 的 采样 类 
Suce ”表示 后 继 序 数 的 符号 R 所 有 实数 组 成 的 集合 
Fi 表示 最 小 无 穷 序 数 定义 符 ” GCH ”广义 连续 统 假设 
号 cH 连续 统 假设 
sup “表示 序数 集合 的 上 确 界 ZF 著 梅 轴 - 弗 兰 克 尔 公 理 系 
Se ”表示 序数 的 一 8 前 节 统 
Os ”五 良 序 的 前 节 ZFC ZF il LEAD 
Iso 同 构 符号 AC 选择 公理 
a 表示 序数 < 的 基数 Z FENG BAS BRM 
smo ”表示 序数 的 严格 单调 递增 RR。 谓词 演算 的 分 离 规 则 
函数 R， 谓词 演算 的 v 规 则 
K, 表示 第 一 类 序数 R: 谓词 演算 的 3 规则 
(后 继 序 数 ) 类 Z, Z 中 去 掉 无 穷 公理 
Ky 表示 第 二 类 序数 Z: ZF 中 去 掉 分 离 公理 模式 
(极限 序数 ) 类 R 正则 公理 
cof 序数 的 共 尾 关系 Z， ZF 中 去 掉 正 则 公理 
cf 序数 的 共 尾 特征 符号 Z, ZECH AMER AM 
Car ”所 有 无 穷 基数 组 成 的 类 Re 表示 关系 性 质 的 符号 
Ca 所 有 基数 组 成 的 类 AD 决定 性 公理 
表示 序数 截 段 的 符号 Cs 相关 集合 5 的 二 人 对 策 
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相关 集合 4 的 二 人 对 策 

次 序 原则 

ARTES BIER A 
理 

有 穷 集合 做 的 选择 公理 
序 扩充 原则 

挑选 原则 

良 序 集合 的 选择 公理 

素 理想 定理 

基数 为 :的 集合 入 的 选择 
每 一 无 穷 集合 都 有 一 可 数 
子 集合 
基数 为 (的 依赖 原则 

依赖 原则 

后 继 关 系 符号 

有 序 对 集合 的 性 质 符号 
元 数学 的 变 元 性 质 符号 
元 数学 的 公式 性 质 符号 

元 数学 的 ZF 性 质 符号 
元 数学 的 将 换 关系 

元 素 学 的 特殊 替换 关系 
元 数学 的 湿 辑 公理 性 质 符 
号 

o RAW REAM 
可 构成 集合 的 类 

可 构成 性 公理 

(0<i<8) 基 本 运算 符号 

可 构成 集合 的 阶 

所 有 可 构成 序数 组 成 的 类 
L 上 的 元 素 关系 符号 

L 上 的 并 运算 符号 

a 秩 可 定义 的 可 构成 集合 


SM 


n,m 


所 有 可 定义 性 的 可 构 战 集 
合 类 
ZF 的 可 数 传递 标准 模型 
模型 模型 存在 公理 
Aaa CIHR n,m 的 数 
词 ) 
ZE+SM 的 可 数 极 小 传递 
模型 
M [=V =L 
ZF 的 可 数 传递 模型 
N, |=V¥L 
ZF 的 可 数 传递 模型 
N, |= ]GCH+AC 
ZF 的 可 数 传递 模型 
N, |= IAC 
冯 : 诺 意 曼 -贝尔 奈 斯 - 哥 
德尔 公理 系统 
NBG 的 另 一 记 法 
得 因 - 莫 尔 斯 公理 系统 
超 类 公理 系统 
超 类 公理 系统 
聚合 公理 系统 
ZF 加 上 存在 一 不 可 达 基 数 
表示 二 型 类 的 性 质 符号 
表示 聚合 的 性 质 符号 
表示 所 有 整数 组 成 的 集合 
表示 所 有 有 理 数组 成 的 集 


合 


表示 所 有 代数 数组 成 的 集 


合 


表示 所 有 无 理 数 组 成 的 集 


合 


PPA SH MR 


URAM Bernays, P, 
iit B-84 Burali-Forti 


康 托 尔 Cantor, G., 

科 思 Cohen, P. J. 
弗 兰 科 尔 Fraenkel, A, A, 
EXS Gaifman, H, 
RS Gentzen, G, 
HRA Gödel, K, 

海尔 佩 转 Halpern, G, 

哈 托 格 斯 Hartogs, F, 
ene Hausdorff, F, 
恒 钦 Henkin, L, 

希 尔 伯 特 Hilbert，D， 
Iie Jech, T. 

凯 菜 Kelley, I. L. 
ZE König, J. 

库 拉 托 夫 斯 基 Kuratowski, K, 


with Hurepa, D. 


勤 贝 格 
PE 

莱 文 海 姆 
Rae 

莫 尔 斯 

莫 斯 托 夫 斯 基 
皮 亚 诺 
AE 

罗素 

斯 科 转 

谢 宾 斯 基 
斯 科 伦 
苏 斯 林 
塔 斯 基 
图 基 
eS 
蔡 梅 罗 
ER 


Lebesgue, H, 
Lévy, A, 
Léwenheim, L. 
Montague, R. 
Morse, A. P, 
Mostowski, A, 
Peano, G, 
Quine, W. V. 
Russell, B. 
Scott, D, 
Sierpinski, W 。 
Skolem, T. 
Suslin, M, 
Tarski, A, 
Tukey, J. W. 
von Neumann, J. 
Zermelo, E. 
Zorn, M, 
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中 英文 名 词 对 照 素 


一 本 
一 对 一 Injection 
一 一 对 应 one-to-one corres- 
f pondence 
一 型 基数 ”cardinals of type 
f one 
一 型 序数 ordinals of type 
one 
=a 
力 迫 forcing 
~ 方法 ~ method 
和 ~ 条 件 ~ condition 
和 ~ 关系 ~ relation 
~Ha ~ conception 
二 型 序数 ordinals of type 
two 
二 型 基数 cardinals of 
type two 
二 型 类 class of type 
two 
= 
=e trichotomy 
E Se €&€ trichotomy 
个 体 individual 
个 体 常 项 individual 
constants 
个 体 词 individual 
symbols 
LAR supsmum 
广义 连续 统 假设 


generalized con- 
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tinuum hypothsis 


wai 
AB axiom 
Th Ew ~ of extensionality 
空 集 合伙 ~of empty set 
序 对 一 ~ of pairing 
#~ ~ of union 
BREN ~ of power set 
分 离心 ~ of separation 
替换 一 ~ of replacement 
无 穷 一 ~ of infinity 
EM~ ~ of regularity 
t~ as of choice 
整体 选择 ~ ~ of global 
choice 
EMER R~~ of Peano's 
arithemetics 
决定 性 ~ ~ of determi- 
nateness 
可 构成 人 ~ of construc- 
tibility 
KERN ~ of large 
cardinals 
标准 模型 ~ ~ of standard 
model 
聚合 入 ~ of conglomerate 
类 一 ~ of class 
公理 系统 axiom system 


集合 论 人 ~ of set theory 
Ag~ ~ of finite 


number 
无 穷人 ~ of infinite 

number 
HA~ ~of conglo- 


merate 


皮 阿 诺 ~i Peano! sas 


公理 方法 axiom method 
公式 formula 
初级 atomic~ 
复合 ~ composition~ 
i ~ pure~ 
RAAR bounded 
ER~ predicative~ 
标准 形 作 ”canonical 
form~ 
~iSTER ~characteristic 
oumber 
元 数学 métamathematics 
~HA ~conception 
心 定 理 ~theorem 
TR elements (members) 
TRAA membership 
分 枝 branch 
分 离 规则 modus ponens 
反 证 法 reductio ad 
absurdum proof 
无 序 对 unordered pair 
引 理 Lemma 
BAR Zorn!sw~ 
ER Turkey’sw~w 
Bia 
外 延性 extensionality 
归纳 假设 inductive assumption 


Wey reduction 


ee reduction and 
absurdum 
可 构成 性  constractiability 
THRA constructiable 
hul! 
WAH admissible 
可 满足 性  satisfiability 
可 构成 集合 的 阶段 stage of 
constructiable 
set 
WW MBSR order of 
constructiable 


set 
对 角 线 方 法 diagonal 
method 
Wot diagonal process 
对 角 函 数 diagonal function - 
左 递 增 运算 left increasing 
operation 
ERAN left narrow 
本 元 (原子 ) urelements 
{atoms) 
对 策 game 
包含 inclusion 
六 画 
同 构 isomorphism 
E~ € isomorphism 
H~ closed~ 
H~ automorphism 
共 尾 的 cofinal 
BE cofinality 
关系 relation 
~ 定义 域 ~domain 
心 值 域 ~range 
~R ~tield 
~ 复合 ~compasition 
改道 einverse 
~ 限制 «restriction 
一 象 ~image 
人 符号 ~symbols 
传递 ~ transitive 
HE symmetrice~ 
HR~ reflexive~ 
反对 称 全 ”anti 一 symmetricwv 
连接 人 。 connected~ 
gir equivialence~ 
偏 序 心 partial order~w 
后 继 successor 
后 继 运算 successor 0Per- 
ation 
传递 transitive 
~HE -~closure 
FRAG universal closure 
自然 次 序 natural order 
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a 


consistency 


划分 partion 
交换 的 运算 commutative 
operation 
有 序 对 ordered pair 
ti 
序数 ordinals 
Iaik~ successora 
极限 ~ limit~ 
可 数 ~ countables 
开始 ~ initial~ 
心平 面 ~plane 
心 划分 ~partion 
RRE ~segment 
~ER ~property 
~ 算术 ~arithmetics 
ak Bw cofinal~ 
序 型 order type 
BF well-ordering 
心 关 系 ~relation 
心 延 拓 ~extension 
和 ~ 结构 ~structure 
BE well-founded 
心性 质 ~ property 
心 关 系 ~ relation 
心 结构 ewstructure 
心 归纳 法 ~inductive 
method 
形式 formal 
心 语 言 ~language 
心 符号 ~symbols 
心 证 明 ~proof 
心 定 理 -~theorem 
~H ~deduction 
~g ~wset theory 
形成 规则 formation rules 
PRG REE pure set theory 
system 
初等 等 价 elementary 
equivalence 
完全 性 completeness 
完备 序列 complete segence 
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连接 性 connexity 
ERASE Continuum 
Hypothesis 
极 小 元 minimal 
element 
R- 极 小 元 R-minimal 
element 
条 和 件 condition 
希 尔 伯 特 方案 Hilbert/s 
program 
x hull 
可 构成 Constructibilityw 
八重 
函数 function 
单身 全 injection~ 
满 射 一 surjection~ 
双 射 ~ bijection~ 
ARa single—rooted~ 
MA~R compatibles 
classes 
E~n identical~ 
配对 ~ pairing~ 
符号 symbol~ 
反 符 号 必 anti-symbol~ 
基本 ~  basic~w 
HA~ diagonal~ 
序数 ~ ordinal~ 
aw class~ 
Rn rank~ 
rite tag choice~ 
心 符 号 ~symbols 
~E ~wleft inverse 
nA ~right inverse 
定理 theorem 
0 归纳 全 g@induction~w 
完全 性 人 completeness~ 
AZo ~incompleteness~ 
良 序 人 well-ordering~ 
递归 ~ recursive~ 
RIERS = Cantor's~ 


康 托 尔 - 伯 思 斯 坦 亿 


Cantor-Bern- 


递归 


HA 
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